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CHAPITRE 1
Systemes linéaires et matrices

1. Systemes d’équations algébriques linéaires

Soit un systéeme de m équations en n inconnues x1, ..., Ty :
1121 + -+ 1Ty = bl
Am1T1 + -+ Gy = by
ot les coefficients a;; pouri =1,... ,met j =1,...,n, et les termes indépendants b; pouri =1,... ,m
sont des nombres réels ou complexes, ou plus généralement des éléments d'un corps' (commutatif)
arbitraire K. Résoudre ce systeme consiste a trouver dans K des valeurs des inconnues 1, . . . , €, pour

lesquelles ces équations sont satisfaites. Dans cette premiere section, on se propose de mettre au point
des techniques permettant de reconnaitre si un tel systéeme admet une solution et, dans I'affirmative,
de trouver toutes les solutions (en fonction d’un certain nombre de parametres).

1.1. Opérations élémentaires

Les techniques que l'on utilise pour résoudre les systemes d’équations algébriques linéaires se
fondent sur trois types d’opérations sur les équations d’un systeme :

I) Dans un systéme d’équations, on peut remplacer une des équations par la somme de celle-ci
et d’'un multiple d’'une autre équation du systeme sans modifier I’ensemble des solutions. En
effet, les systémes

Pi(x1,...,2,) = by
Pi(x1,...,2p) - b;
Pi(x1,...,2p) : b;
Po(x1,...yZn) = bn
et
Pi(x1,...,mn) = by
Pi(z1,...,2n) + APj(x1, ..., 2Tp) : bi + Ab;
Pj(z1,...,2p) : b;
Po(x1,...,xn) = bp

ont les mémes solutions.

1Voir I’ Appendice pour une définition de la notion de corps.
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1. SYSTEMES D’EQUATIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES 2

IT) Dans un systéme d’équations, on peut échanger deux équations sans modifier 'ensemble des
solutions. En effet, il est clair que les systemes

Pl(xla"'wrn) = bl Pl(xla"'wrn) = bl
Pi(xl,...,xn) = b'i Pj(xl,...,xn) = bj
z et z
Pj(xl,...,xn) = bj Pi(xl,...,xn) = bi
Pm(xla .- 7~rn) = bn Pm(xla .- 7~rn) = bn

admettent les mémes solutions.

IIT) Dans un systéme d’équations, on peut multiplier les deux membres d’une équation par un
élément non nul du corps de base K sans modifier I’ensemble des solutions. En effet, les systemes

Pl(xl,...,xn) = b1 Pl(xl,...,xn) = b1
Pi(xl, . ,.Iin) = bi et )\Pi(.lﬁl, e ,.Iin) = )\bz
Pm(xla .- 7~rn) = bn Pm(xla .- 7~rn) = bn

admettent les mémes solutions si A # 0.

Les opérations indiquées ci-dessus sont appelées opérations élémentaires (sur les équations d’un
systéme). Dans le cas d’une opération élémentaire de type III, ’élément A € K par lequel on multiplie
une des équations est appelé facteur de 'opération élémentaire.

1.2. Notation matricielle

Pour faire apprécier la portée des opérations élémentaires dans la résolution d’un systeme d’équa-
tions algébriques linéaires, il est commode d’adopter la notation suivante : & un systeme arbitraire de
m équations a n inconnues

apxr1 + -+ a1, = bl
Am1Z1 + F QGmnTn = by
on associe le tableau des coefficients
(55 Q1n
Gm1 -+ Qmn

que 'on appelle matrice (des coefficients) du systéme; c’est un tableau & m lignes et n colonnes,

chaque ligne correspondant & une équation du systeme. On note cette matrice (aij)1<i<7n ou simple-
1<j<n

ment (a;;); ; lorsque le nombre de lignes et le nombre de colonnes sont indiqués par le contexte. Par

convention, le premier indice est toujours celui des lignes et le second celui des colonnes. L’entrée a;;

est donc celle qui est située a 'intersection de la i-eme ligne et de la j-eéme colonne.

On considere aussi le tableau

a1 - Q1n b1

Am1 " Gmn | bm

appelée matrice compléte du systeme, obtenue en adjoignant a la matrice des coefficients du systeme
la colonne des termes indépendants.



1. SYSTEMES D’EQUATIONS ALGEBRIQUES LINEAIRES 3

Comme les équations du systeme correspondent aux lignes de la matrice complete, les opérations
élémentaires décrites précédemment correspondent a des opérations sur les lignes de la matrice
complete ; & savoir :

I) remplacer une ligne par la somme de celle-ci et d’un multiple d’une autre ligne de la matrice
complete ;

IT) échanger deux lignes de la matrice compléte ;

ITT) multiplier une ligne par un élément non nul du corps de base K (appelé facteur de 'opération
élémentaire).

1.3. Echelonnement

1.1. THEOREME. Par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes, on peut transformer toute
matrice en une matrice U = (uij)1<i<m possédant la propriété suivante : le nombre d’entrées nulles
1<j<n
au début de chaque ligne augmente a chaque ligne, l’augmentation étant stricte pour les lignes qui
suivent une ligne non nulle® ; c’est-a-dire que pour i = 1,...,m—1 et k € N fizés, si u;; = 0 pour
tout j < k alors u;11,; =0 pour tout j < k+ 1.

Une matrice U possédant la propriété ci-dessus est appelée matrice a lignes échelonnées. Si une
ligne d’une telle matrice est nulle, la condition entraine que toutes les lignes suivantes sont nulles.
Dans une ligne non nulle, la premiére entrée non nulle est appelée pivot de la ligne. Par exemple, la
matrice suivante est a lignes échelonnées :

012 34 5
0006 7 8
(@j) _=|00009 10 |;
1558 00000 O
00000 O

les pivots (des lignes non nulles) sont a;o = 1, agqy = 6 et ags = 9. En revanche, la matrice suivante
n’est pas a lignes échelonnées :

0 0 1 2
0O 0 0 3
0O 0 0 4
0 0 0 O
DEMONSTRATION DU THEOREME : Soit A = (aij)1<v< une matrice arbitraire. La stratégie de
<i<m
1<jsn

la démonstration consiste a faire apparaitre des entrées nulles successivement en dessous des premieres
entrées non nulles de chaque ligne.

Si la premiere colonne est nulle, elle le reste lorsque l'on effectue des opérations élémentaires sur
les lignes de la matrice. On peut donc la supprimer (mentalement) et porter son attention sur la
deuxiéme colonne. Bien entendu, si toutes les colonnes de la matrice sont nulles — c’est-a-dire si la
matrice est nulle — alors la matrice est a lignes échelonnées.

Si la premieére colonne n’est pas nulle, on choisit® un élément non nul de cette colonne, qui
deviendra le premier pivot de la matrice a lignes échelonnées. Supposons avoir choisi ’entrée de la
k-eme ligne : ag1 # 0. Par des opérations de type I sur les lignes, on peut faire apparaitre des 0 a la
place de toutes les autres entrées de la premiere colonne : en effet, si 'on remplace la f-eme ligne L,
(pour £ # k) par la somme de celle-ci et de la k-éme ligne L multipliée par —aglagll, on transforme
la matrice A en la matrice A" = (aj;);,; telle que

! —1 .
ap; = agj + agj(—apag;) pourj=1,...,n

2car la ligne qui suit une ligne nulle ne peut évidemment contenir plus de n entrées!

3Dans les calculs numériques, il y a avantage & choisir I'entrée la plus grande en valeur absolue, afin de minimiser
Deffet des erreurs d’arrondi.
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et
aj; =a;; pouriFletj=1,...,n
L P
En particulier, ay; =0 :
agpy k- X N 0 = *
AT |
A= — " =A
ag1 ke k ag1  x  cee k

Apres avoir ainsi opéré sur toutes les lignes autres que la k-éme, on obtient une matrice dont la
premieére colonne ne contient qu'un seul élément non nul, a savoir ax; a la k-eéme ligne :

0 % - x
a1 * *
0 % - x

Pour faire apparaitre cette entrée a la premiere ligne (si elle n’y est pas déja), il suffit d’échanger la
premiere et la k-eéme ligne.

Apres ces opérations, on obtient une matrice A” dont la premiere colonne est conforme & ce que
l'on attend d’une matrice a lignes échelonnées, puisque toutes les entrées de la premiere colonne sont
nulles a 'exception de la premiere :

* * .. *
T 0 = *
0 * --- =

Pour poursuivre ’échelonnement, on n’a plus besoin de faire intervenir la premiére ligne; on peut
donc la supprimer mentalement, ainsi que la premiere colonne puisque ce qu’il en reste apres avoir
retiré la premiere ligne est constitué de 0 :

AT=| =

On est ainsi ramené & une matrice B plus petite, sur les lignes de laquelle on reprend les opérations élé-
mentaires. Bien entendu, les opérations élémentaires sur les lignes de B correspondent a des opérations
élémentaires sur les lignes de A” puisque les lignes de B deviennent des lignes de A” lorsqu’on les fait
précéder d’un 0. En poursuivant ainsi de suite, supprimant & chaque fois une colonne et une ligne (ou
seulement une colonne dans le cas ol la premiére colonne & considérer est nulle) jusqu’a ce qu’il n’en
reste plus, on obtient finalement une matrice a lignes échelonnées. O

La matrice a lignes échelonnées produite par le procédé indiqué dans la démonstration n’est nullement
déterminée de maniere unique; elle dépend (notamment) du choix des pivots, comme le montrent les
exemples suivants (ol le pivot est encadré) :

1 0 1 0 1 0
2 1 1 |_ | o 1| | o 1
1 0 1 0 -1 1 0 0 0
1 2 -1 0 1 -1 0 0 0
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et
1 1 0 0 1/2 -1/2 3/2  1/2
11 1 1 | bieLitle | 201 R I
— —
1 0 1 0 -1/2 1/2 0 -1/2 1/2
1 2 -1 0 3/2 -3/2 0 3/2 -3/2

3/2  1/2 3/2  1/2 3/2  1/2
o /2 1/2 0 0 0 0 ~3/2
0 -1/2 1/2 |~ 0 0 0 1 0 o 0
0 [3/2] —3/2 0 |3/2] —3/2 0 0 0
En revanche, on montre au §6 que le nombre de lignes non nulles de la matrice a lignes échelonnées
est un invariant de la matrice donnée (c¢’est son rang).

Apres avoir échelonné les lignes d’une matrice, on peut encore poursuivre les opérations élémen-
taires pour annuler les entrées situées au-dessus des pivots. En utilisant les opérations de type III qui
consistent a multiplier chaque ligne non nulle par I'inverse de son pivot, on parvient finalement a une
matrice & lignes échelonnées dont tous les pivots sont égaux a 1 et toutes les entrées situées au-dessus®
d’un pivot sont nulles :

0 0 1 = * 0 x * 0 %
0 0 0 O 0 1 =% * 0 %
0 0 0 0 0O 0 O 0 1 =

Une telle matrice est dite sous forme réduite de Gauss—Jordan.
On a ainsi prouvé un résultat plus précis :

1.2. COROLLAIRE. Par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes, on peut transformer
toute matrice en une matrice sous forme réduite de Gauss—Jordan.

On peut prouver que la matrice sous forme réduite obtenue a partir d’une matrice A donnée est
déterminée de maniere unique par A. Comme ce résultat n’est pas indispensable pour la suite, sa
démonstration est laissée a la sagacité du lecteur®.

1.4. Solution de systemes d’équations algébriques linéaires
Revenons au probléme initial, qui consiste a résoudre un systeme de m équations en n inconnues

a11x1+ - F Ty = b1

Am1T1 + - -+ AGpnTn = by

Par des opérations élémentaires sur les équations de ce systeéme ou, ce qui revient au méme, sur les
lignes de la matrice complete, on obtient un systeme qui a les mémes solutions et dont la matrice
complete est sous forme réduite de Gauss—Jordan. Il est facile de reconnaitre si un tel systeme admet
des solutions® :

— les lignes nulles de la matrice complete correspondent a des équations
O0zy + -+ 0xy, = 0;

on peut donc les négliger et ne s’intéresser qu’aux lignes non nulles. Soit r le nombre de ces
lignes;

4Celles qui sont situées en dessous d’un pivot sont nulles par définition d’une matrice & lignes échelonnées.

511 est toutefois conseillé de chercher 'inspiration dans le §6.

6En pratique, il n’est d’ailleurs pas nécessaire de poursuivre les opérations élémentaires au-deld du moment ot la
matrice du systéme est a lignes échelonnées.
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— si le dernier pivot (c’est-a-dire le r-éme) est dans la derniére colonne (c’est-a-dire la n+ 1-éme),
qui est la colonne des termes indépendants, alors la derniere équation non triviale est
0z1+ -4+ 0z, =1;

le systéeme n’admet donc pas de solution;

— si le dernier pivot n’est pas dans la derniére colonne : soient ji, ... ,j. les indices des colonnes
de pivots, de sorte que 1 < j; < jo <--- < j, < n et que la matrice complete soit du type
J1 J2 J3 e Jr
! ! ! !
O --- 01 % --- % 0 * 0 0 = *
o .--- 000 -~ 0 1 = * 0 0 %« -+ |=x%
O --- 000 --- 000 0 1 0 % - | =%
0 - 000 - 000 - 000 - o 01 % -|=x
En faisant passer dans les membres de droite des équations correspondantes les variables d’in-
dice # ji1,...,Jjr, on met le systeme sous la forme
Tiy = = Dji g @15T5 T
Tjy = = Xt g BT b
T = = Dt g G+ U
C’est un systeme qui donne les valeurs des variables x;,,...,z; en fonction des autres. Les
solutions s’obtiennent en donnant aux variables d’indice # ji, ..., j, des valeurs arbitraires et
aux variables z;,, ... ,x;, les valeurs données par le systeme ci-dessus.

En particulier, si r = n, la matrice compléte sous forme réduite de Gauss—Jordan est de la forme

10 -+ 01b
0 1 --- 00
00 --- 110
et la solution est unique :
xry = b/l
x, = b.

Systémes homogeénes. Un systeme d’équations algébriques linéaires est dit homogeéne si les seconds

membres by, ..., b, sont tous nuls. Un tel systéeme est donc de la forme
1171+ -+ a1y, = 0
am1T1 + -+ amnx, = 0.
Il admet toujours la solution triviale ©; = --- = z,, = 0. Pour déterminer s’il en existe d’autres, on

procede comme pour les autres systemes d’équations algébriques linéaires. La derniere colonne de la
matrice complete est nulle, et elle reste nulle lorsque 1’on effectue des opérations élémentaires sur les
lignes. Le systeme réduit est donc de la forme

— _ I
T = D ikt a/lﬂ?]
Th = T Xjti e Q2%
Ljr = D it G

ou 7 est le nombre de pivots (ou, ce qui revient au méme, le nombre de lignes non nulles de la matrice
sous forme réduite de Gauss—Jordan). Si r = n, la solution est unique (et est triviale). Si r < n, il
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y a des solutions non triviales, qui s’obtiennent en donnant aux variables d’indice # ji,...,j, des
valeurs arbitraires (non toutes nulles) et aux variables x;,, ...,z , les valeurs données par le systéme
ci-dessus.

La suite du cours a pour objectif de mettre au point et de développer le cadre théorique dans lequel
s’inserent naturellement les résultats précédents. En particulier, on verra que le nombre r d’équations
non nulles du systeme réduit ne dépend pas de la maniere dont la réduction a été effectuée et qu’il
admet une interprétation géométrique susceptible de s’appliquer a des situations tres diverses.

Exercices

On trouvera un choiz d’exercices da la fin de chaque section. Certains de ces exercices sont notés
“prérequis”. Cela signifie qu’ils sont d’un niveau trés élémentaire; ne pas étre capable de les résoudre
doit étre considéré comme une “sonnette d’alarme”. A lopposé, d’autres exercices sont notés “pour
aller plus loin”. Ceuz-la sont plus intéressants car moins routiniers. Mais ils peuvent poser difficulté
car ils mettent en jeu des objets plus abstraits, et/ou que leur résolution est plus astucieuse. Il ne faut
pas s’inquiéter si ’'on est incapable de les résoudre.

(1.1) Trouvez les solutions réelles du systeme d’équations suivant :

1 —2r9 —3r3+4ry = 1
r1 +2x2+2x3 = 6
r1+x9 = 3

xry = 2.

(1.2) Trouvez les solutions complexes du systéme d’équations suivant :

r+iy+(1+i)z—t = 1
z+y = 0
(I+dz+(G—1)z—it = 1.

(1.3) Trouvez les solutions réelles du systeme d’équations suivant :

r—y+2z = 1
2c+y—2 = 0
3r+z = 1
Sr+y = 1

(1.4) Trouvez les solutions réelles du systeme d’équations suivant :

r+2y—3z = 0
—x+y+z = 0
de—2y+2 = 0.

(1.5) Trouvez les solutions réelles du systeme d’équations suivant :

31 +2x9s+x3—24—25 = 0
T —To—x3—Tq4+22x5 = 0
—x1+ 22+ 3x3+2x4 —25 = 0.

(1.6) Quel est I'ensemble des polynomes P tels que (X2 + X +1)- P =2X*+3X3+6X2+4X +37

(1.7) Notons N le nombre de solutions d’un systéme de n équations linéaires & m inconnues. On sait
que N € {0, 1, 00}. Quelles sont les valeurs possibles de N

—sin<m?
—sin=m?
—sin>m?

Dans les trois cas, donner un exemple de systeme d’équations ayant N solutions pour chaque valeur
possible de IV, et si certaines valeurs de N sont impossibles, justifiez-le.
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(1.8) Discutez, en fonction de la valeur du réel k, le nombre de solutions réelles du systéme d’équations
suivant :

r4+2y—z = 4
2c+by+2z = k
r+3y+ (k*+1)z = b5k,

Méme question pour le nombre de solutions complexes, k pouvant prendre des valeurs complexes.

(1.9) Gérard Mambont s’est entrainé a effectuer plusieurs opérations élémentaires simultanément
pour résoudre plus vite les systéemes d’équations. Il transforme le systeme

I T1+2r2—23+7x4 = 1
T1—T2+x3+14 = 0

en remplagant la premiere ligne L; par Ly — Ly et la ligne Lo par Lo — Ly. Il obtient le systeme

3rxs —2x3 = 1
II{ —3xo + 223 = —1,

dont les solutions sont tous les quadruplets (z1, %(1 + 2x3), 23, 24) OU 1, T3, T4 sont arbitraires. Sa
copine Jenny Croix-Guerre lui fait remarquer que (1,1, 1,0) est solution du systéme I mais non de
I. Ou est l'erreur ?

(1.10) (pour aller plus loin) Soit un systéme d’équations linéaires & coefficients réels. Prouvez que
si ce systeme n’a pas de solutions réelles, alors il n’a pas non plus de solutions complexes.

2. Matrices

Les opérations élémentaires dont il a été question dans la premiere section admettent une in-
terprétation tres simple en termes de multiplication matricielle. Pour la donner, on commence par
rappeler les définitions fondamentales.

Soit K un corps commutatif arbitraire. On note K™*™ I’ensemble des matrices m xn (ou de genre
(m,n)) sur K, c’est-a-dire I'ensemble des tableaux rectangulaires & m lignes et n colonnes dont les
entrées sont des éléments de K. L’égalité de deux matrices A = (a;;) et B= (bij)1<' dans

7 n

1<ign A
1<j<n 1<j<sn
K™*" revient a I’égalité de chacune de leurs entrées :
A= DB sietseulement si a;; =b;; pourtouti=1,... ,mettout j=1,...,n.

Les matrices qui n’ont qu’une seule ligne (resp. colonne) sont appelées matrices-lignes (resp. matrices-
colonnes). Les matrices dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes sont appelées matrices
carrées. L’ ordre d’une matrice carrée est le nombre de ses lignes ou de ses colonnes. La diagonale prin-
cipale d’une matrice carrée est formée des entrées dont les indices sont égaux. Une matrice diagonale
est une matrice carrée dont toutes les entrées hors de la diagonale principale sont nulles.

Matrices particuliéres :
— O, p est la matrice nulle de genre (m,n), dont toutes les entrées sont nulles.

— I, est la matrice unité d’ordre n, définie par

Ly = (6ij)1<i,j<n

1 sii=j.

61']-:{ 0 sii#j

La fonction ¢;; ainsi définie est appelée symbole de Kronecker.
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2.1. Opérations matricielles
— La somme de deux matrices m X n est définie par
(@ij)ig + (bij)i = (aij + bij)i;-
— Le produit d’'une matrice m X n par un élément de K est défini par
a(aij)i; = (aaij)i;.
— Le produit d’'une matrice m X n et d’'une matrice n X p est une matrice m x p définie par

(@) _,_ (i) . = (ei)

<ig <ig 1<ism
1sjsn 1sisp 1sisp
ou
n
cijzg airby; pouri=1,... metj=1,...,p.
k=1

Les propriétés suivantes s’établissent par des vérifications directes :

1. Propriétés de I'addition : pour A, B,C € K™*",
(A+B)+C=A+(B+0C)
A+B=B+ A
A+0pmn=A=0,,+A4
A+ (-1)A=0p,=(-1)A+A
2. Propriétés de la multiplication par un élément de K : pour A, B€ K™ " et a,8 € K,
a(A+B)=aA+aB
(a+B)A=aA+[A
(af)A=a(BA)
1A=A
3. Propriétés de la multiplication matricielle : pour A € K™*" B e K"*P et C € KP*4,
(AB)C = A(BC)
Al =A=1,A
4. Propriétés mixtes : pour A, A’ € K™*" B, B’ € K"Pet ac K,
(A+A)YB=AB+ A'B
A(B+B')=AB+ AB’
(0dA)B=a(AB)=A(aB).

En revanche, le produit des matrices n’est pas commutatif : en général, AB # BA (d’ailleurs, si
Ae K™ et B € K"? le produit BA n’est défini que si p = m). Cependant, d’apres la derniére
des propriétés énoncées ci-dessus, les matrices de la forme « I,, pour a € K, que ’on appelle matrices
scalaires, commutent avec toutes les matrices carrées d’ordre n : pour A € K"*" et a € K,

(L) A=aA=A(al,).

Il faut remarquer de plus que les matrices n’admettent pas toutes un inverse pour la multiplication
(voir la section 2.4 ci-dessous) et qu’un produit matriciel peut étre nul sans qu’aucun des facteurs ne

soit nul ; par exemple,
01\ (0 1Y) _ (00
0 0 00/ \L0 0/
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La multiplication matricielle permet de noter sous une forme particulierement compacte les

systemes d’équations algébriques linéaires. En effet, le systeme de m équations a n inconnues

1121 + -+ A1y = bl
Am1T1 + -+ Gy = by
s’écrit simplement
A-X=0D
ou
@11 QGln
A =
m1  *°°  OGmn

est la matrice des coefficients du systeme,

T
X =
Tn
est la matrice-colonne des inconnues, et
b1
b= :
bﬂ‘l,

est la matrice-colonne des termes indépendants.

2.2. Opérations par blocs
Si les entiers m et n sont décomposés en sommes d’entiers strictement positifs

m=my+---+m, n=niy+---+ng

toute matrice de genre (m,n) peut étre considérée comme une matrice r x s dont I'entrée d’indices
i, 7 est une matrice de genre (m;,n;) que on appelle bloc. Ainsi, par exemple, pour m =4 et n = 6,

aux décompositions
4=1+2+1 6=2+4

correspond la décomposition suivante d’une matrice arbitraire A de genre (4,6) :

11 a12 | a13 Aaiga Q15 Qie A A
21 A22 | 23 A24 Q25 Q26 " 12
A= g ass | ass as ass aze | | 42 e
Az1 Az
Q41 A42 | Q43 Q44 Q45 Q46
ou
A1r =( a1l a2 ) A1z =( a1z ai4 ais aie )
a21 Qa22 G23 A24 G25 (26
Ao = Agp =
az1 as2 a3z as4 G35 G36
Az = ( a41 Q42 ) Azp = ( a43 Q44 Q45 Q46 )

Les décompositions les plus fréquemment utilisées sont la décomposition par lignes :

a11 a12 - Q1n Q1%
a21 a22 - A2n A2

Aml Am2 ' Gmn Qo
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ol G = ( a1 Qi Qin ) désigne la i-eme ligne de A, et la décomposition par colonnes :
aii a12 | v Q1n
a21 a22 | v A2n
A: . . . :(a/*l Q42 a/*n)
Aml | Am2 |~ | Gmn
alj
N a2; - N
ol Gyj = ) désigne la j-eme colonne de A.
Qmyj

2.1. PROPOSITION. Le résultat d’opérations effectuées sur des matrices décomposées en blocs peut
s’obtenir en appliquant les réegles habituelles du calcul matriciel a ces blocs comme s’ils étaient les
éléments des matrices (pour autant, évidemment, que les opérations requises sur les blocs aient un
sens).

DEMONSTRATION. La proposition étant évidente pour les multiplications par des éléments de K
et pour les additions matricielles, il suffit de la prouver pour les multiplications matricielles. Soient

A= (a;; et B = (b;;
( ”)1<i<m ( U>1§'L§
1<jsn 1<j<p

deux matrices, de genres (m,n) et (n,p) respectivement, de sorte que le produit AB soit défini.
Considérons des décompositions

m=my+ -+ my n=ny+---+ng p=p1+---+p
et les décompositions correspondantes de A et B en blocs :

A = A =
( aﬁ)lga T B (Baﬁ)l
1<8

ININ

s 1<B8<
Il faut prouver :
S
AB = A.~B .
(Z ay 76) 1<a<r
=1 1<8<t

Or, I’élément d’indices i, 7 de AB est ZZ=1 airby;, que I'on peut décomposer en somme de s termes :

n mni ni+ng n
> aikbr; =Y aikbr;+ Y b+ + ) ikbr;j
k=1 k=1 k=1+n1 k=14n1+-+ns_1

et ’on reconnait dans le membre de droite 1’élément ¢, 7 de la matrice décomposée en blocs :

S
(Z Aa73w> e
=1 a<sr

~
1<6<t
O

En particulier, dans un produit de deux matrices, on peut décomposer le facteur de droite en colonnes
ou le facteur de gauche en lignes pour faire apparaitre les colonnes ou les lignes du produit comme
des produits matriciels : pour A € K™*" et B € K"*P, on a

A-BzA-(b*l b*p)z(A-b*l A-b*p)

et aussi
a1 x A1x ° B

Ay Ams - B
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et encore
a7« A1« - b*l e A1 * b*p
A-B= : '(5*1 b*p):
Q% s = b1 0 Qe - b*p
2.3. Transposition
— mXn
Pour A = (a;;) eK , ON Pose
1<i<m
1<j<n
t __ / nxm
A' = (ay;) eK ,
1<ign
1<jsm
ou
/ . .
a;; = g pourt=1,... ,netj=1,... m.

La matrice A’ est appelée transposée de la matrice A; elle est obtenue en écrivant en colonnes les
lignes de A (ou vice-versa).

2.2. PROPOSITION. 1. Pour A,Be K™ " et o, € K,
(a A+ BB) =aA 4+ 3B
2. Pour A€ K™ "™ et B e K"*P,
(A-B)' =B'- A"

3. Pour A e K™*"™,
(AH = A.

Les démonstrations de ces propriétés sont de simples vérifications laissées au lecteur.

2.4. Inversion

Une matrice A € K™*™ est dite inversible & gauche (resp. o droite) s'il existe une matrice
B e K™"*™ telle que B- A = I, (resp. A- B = I,,,). Toute matrice B satisfaisant cette condition est
appelée inverse a gauche (resp. inverse a droite) de A.

Par exemple, toute matrice-ligne non nulle est inversible a droite. En effet, si a1,...,a, € K
ne sont pas tous nuls, on peut trouver (en général de plusieurs maniéres) by,...,b, € K tels que
a1by + - - -+ anb, = 1, ce qui revient a dire

b1
(a1 an)- =(1)=1.
b7l

De méme, toute matrice-colonne non nulle est inversible a gauche ; cet exemple montre que l'inverse
a gauche ou a droite d’une matrice n’est généralement pas unique.

2.3. PROPOSITION. Si une matrice est inversible a gauche et a droite, alors elle admet un unique
inverse & gauche, qui est aussi l'unique inverse d droite.

DEMONSTRATION. Soit A € K™*™ une matrice inversible & la fois & gauche et & droite. Supposons
que B soit un inverse a gauche et que C' soit un inverse a droite de A, de sorte que

BA=1, et AC=1I,.

Il s’agit de prouver : B = C. On considere pour cela le produit BAC. D’apres les facteurs que l'on
multiplie en premier, on a

BAC = B(AC)=BI,, =B
ou

BAC = (BA)C = I,,C = C;
donc B = C'. Cela prouve que tout inverse a gauche de A est égal a C' et que tout inverse a droite de
A est égal a B ; il y a donc un seul inverse a gauche, qui est aussi I'unique inverse a droite. O
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Si une matrice A satisfait la condition de la proposition, on dit qu’elle est inversible et on désigne
par A~! son unique inverse (a gauche et & droite). On verra plus loin (Corollaire 6.6, page 39) que
seules les matrices carrées peuvent étre inversibles, ce qui n’est pas évident a priori. Par ailleurs, on
montre dans la section suivante (voir le Théoréme 2.8) que pour une matrice carrée, 'inversibilité a
gauche est équivalente & I'inversibilité & droite (et donc aussi & 'inversibilité), et on donne un procédé
explicite pour calculer I'inverse au moyen d’opérations élémentaires sur les lignes.

2.4. PROPOSITION. 1. L’inverse de toute matrice inversible est inversible : st A € K™*" est
inversible, alors A~' € K™*™ est inversible et
(A_l)_1 = A.

2. Le produit de deux matrices inversibles est inversible : st A € K™*™ et B € K"*P sont
inversibles, alors le produit A- B € K™*P est inversible et

(A-B)y'=B7t. A1

3. La transposée de toute matrice inversible est inversible : si A € K™*™ est inversible, alors
At € K™™™ est inversible et

(At)—l _ (A_l)t.

DEMONSTRATION. 1. Dire que A™! est I'inverse de A revient & dire

(%) A-At=1, et AL A=1,.
Ces mémes relations montrent que A est 'inverse de A~1.
2. On a
(A-B)- (B A YWY=A.(B-BY). A'=A-1, - A'=A.-A"1 =1,
et

B 1.4 A B)=B ' (A4 ' 4).B=B'1,-B=B ' B=1I,
p

donc A - B est bien inversible, d’inverse B~! - A~
3. Cette relation s’obtient en transposant les relations (k). O

2.5. Matrices élémentaires

Une matrice élémentaire de type I est une matrice qui ne differe d’une matrice unité que par une
seule entrée située hors de la diagonale principale. Une telle matrice est donc carrée, et de la forme

1

ou ’entrée A est non nulle et d’indices i, j avec i # j, les autres entrées hors de la diagonale principale
étant nulles.

De maniere équivalente, une matrice élémentaire de type I est une matrice obtenue en effectuant
une opération élémentaire de type I sur les lignes ou sur les colonnes de la matrice unité. L’entrée
A étant située a l'intersection de la i-eme ligne et de la j-éme colonne, on peut en effet obtenir la
matrice E ci-dessus en remplacant la i-éme ligne de la matrice unité par la somme de cette ligne et de
la j-eme ligne multipliée par A ou, si 'on préfere, en remplagant la j-eme colonne de la matrice unité
par la somme de celle-ci et de la i-eme colonne multipliée par A.

De la méme maniére, en effectuant des opérations élémentaires de type II ou III sur les lignes ou
les colonnes de la matrice unité, on peut définir des matrices élémentaires de type II ou III, qui sont
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de la forme

ou

1

avec A # 0. (L’élément A € K est appelé facteur de la matrice élémentaire de type III.)
D’apres la forme des matrices ainsi définies, il est clair que la transposée de toute matrice élémen-
taire est une matrice élémentaire du méme type (et de méme facteur, en ce qui concerne le type III).

2.5. PROPOSITION. Toute matrice élémentaire est inversible, et son inverse est une matrice élé-
mentaire du méme type (et de facteur inverse, en ce qui concerne le type III).

DEMONSTRATION. Considérons d’abord la matrice E définie ci-dessus. Un calcul direct montre
que la matrice

1

ou l'entrée —\ occupe la méme place que I'entrée A dans F, est un inverse a gauche et a droite de F.
On a donc E~! = E’. Pour les matrices P et M, on vérifie de méme : P~' = P et

1

d

2.6. PROPOSITION. Effectuer une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice revient a
multiplier cette matrice a gauche par une matrice élémentaire. Plus précisément, soit A € K™*™ une
matrice arbitraire et A’ € K™*™ la matrice obtenue en effectuant une certaine opération élémentaire
sur les lignes de A. Soit encore E € K™*™ la matrice obtenue en effectuant la méme opération
élémentaire sur les lignes de la matrice unité I, ; alors

A'=E-A
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DEMONSTRATION. Soit

A 1

1
I'entrée A étant située a 'intersection de la i-éme ligne et de la j-éme colonne. On calcule le produit
E - A en décomposant A par lignes :

1 a1« a1«
1 Qg x Qg
E-A= . : = :
A 1 Q% Qs + )\aj*
1 A Qo
La vérification est pareille pour les opérations élémentaires de type II ou III. O

Remarque : Le fait que la matrice £’ définie dans la démonstration de la Proposition 2.5 est 'inverse
de F résulte facilement aussi de la proposition précédente.

2.7. COROLLAIRE. Soit A € K™*™ une matrice arbitraire et soit U € K™*™ une matrice sous
forme réduite de Gauss—Jordan obtenue en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de A
(voir le Corollaire 1.2, p. 5). Il existe une suite de matrices élémentaires E1, ... | E,. telles que

A=FE; - -E.-U.
DEMONSTRATION. Vu la proposition précédente, chacune des opérations élémentaires revient a la

multiplication a gauche par une matrice élémentaire ; on peut donc trouver des matrices élémentaires
Fy, ... F, telles que

) F. - F-A=U.
D’apres la Proposition 2.5, chaque matrice Fj est inversible, et son inverse est aussi élémentaire.
Notons E; = F, i_l. En multipliant les deux membres de I’équation (}) ci-dessus successivement par les
matrices F! = E,, ..., F{' = Ey, on obtient
A:Fl_l- -Fr_l-U:El- N R
O

Jusqu’a la fin de cette section, on considere le cas particulier des matrices carrées. Soit A € K™*"
et soit U € K™*™ une matrice sous forme réduite de Gauss—Jordan obtenue en effectuant des opérations
élémentaires sur les lignes de A. Comme U est carrée, on a l’alternative :

soit le nombre de pivots de U est n, et alors U = I, ;
soit le nombre de pivots de U est < n, et alors la derniere ligne de U est nulle.

2.8. THEOREME. Soit A € K™"*™ une matrice carrée arbitraire. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A est inversible;

A est un produit de matrices élémentaires ;

toute matrice U sous forme réduite de Gauss—Jordan obtenue en effectuant des opérations
élémentaires sur les lignes de A est la matrice unité I, ;

(f) la matrice I, peut étre obtenue en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de A ;
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(g) le systéme homogene A - X = 0 n’admet que la solution triviale;

(h) pour tout b € K™, le systéme A - X = b admet une et une seule solution.

Une matrice carrée satisfaisant les conditions équivalentes ci-dessus est qualifiée de réguliere. Les
matrices non réguliéres sont appelées singulieres.

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer les implications
(@) = (b) = (9) = (e) = (f) = (d) = (a)
pour prouver ’équivalence des conditions (a), (b), (d), (e), (f) et (¢g). On montrera ensuite

( :

(a) = (h) = (9),
ce qui prouvera encore ’équivalence de (h) avec les conditions examinées précédemment, et enfin on
établira

(a) = (c) = (a).
(a) = (b) : C’est clair par définition de matrice inversible.
(b) = (g) : Soit B un inverse a gauche de A. En multipliant les deux membres de A - X = 0 & gauche
par B, on trouve X = B -0=0.
(9) = (e) : Supposons que la condition (e) ne soit pas satisfaite. Soit U # I,, une matrice sous forme
réduite de Gauss—Jordan obtenue en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de A ; alors
le nombre de pivots de U est < n, donc le systéeme homogene A - X = 0 admet une solution non
triviale, d’apres ce qui a été dit dans la section 1.4.
(e) = (f) : Clest clair.
(f) = (d) : Cela résulte du Corollaire 2.7.
(d)= (a) : Soit A=FE;-----E,, ou Ey,...,E, sont des matrices élémentaires. D’apres la Proposi-
tion 2.5, toute matrice élémentaire est inversible. Comme tout produit de matrices inversibles est in-
versible (voir la Proposition 2.4, p. 13), on en déduit que A est inversible (et que At = E71. - ... E7Y.
(a) = (h) : Si A est inversible, le systtme A - X = b admet X = A~! - b pour unique solution.
(h) = (g) : C’est clair, puisque (g) est un cas particulier de (h) (vu que tout systéme homogeéne admet
au moins la solution triviale).
(a) = (c) : Cela résulte directement de la définition de matrice inversible.
(¢) = (a) : Soit B un inverse & droite de A. La relation AB = I, montre que A est un inverse & gauche
de B. Or, d’apres les implications (b) = (g) = (e) = (f) = (d) = (a) démontrées ci-dessus, on sait
que toute matrice carrée inversible a gauche est inversible. Des lors B est inversible et la matrice A,
qui est inverse a gauche de B, est aussi inverse a droite de B. On a donc BA = I,,, ce qui montre que
B est un inverse a gauche de A. La matrice A est donc inversible. O

Application au calcul de ’inverse. La relation entre I'inversibilité de A et la forme de U établie
dans le théoréme précédent suggere une maniere pratique de déterminer I'inverse de A (si elle existe) :
on forme une matrice n X 2n en juxtaposant A et la matrice unité :

(A]L),

puis on effectue sur les lignes de cette matrice les mémes opérations élémentaires que pour réduire A
a la forme de Gauss—Jordan :

(AL )= (AfA )= = (A]A )= (U]B).

Chaque fleche représente une transformation par une opération élémentaire sur les lignes ou, de
maniere équivalente, la multiplication a gauche par une matrice élémentaire ; pour tout ¢ =0, ... ,r,
il existe donc une matrice élémentaire F; telle que

(Ausr | A V=B (A ) = (B | B &)
(On pose Ag = A, Ay =1, Apy1 =U et A, = B). On a donc

(U|B):Er""'EO'(A|In ),
sibienque B=F,-----EgetU =B - A.



2. MATRICES 17

Si U # I,,, alors le Théoreme 2.8 montre que A n’est pas inversible. En revanche, si U = I,,, alors
B est un inverse a gauche de A. Or, le Théoréme 2.8 montre que A est inversible, donc B = A~

Remarque : Le role des opérations élémentaires sur les lignes a été privilégié dans cette section a cause
des applications aux systemes d’équations algébriques linéaires. Cependant, la Proposition 2.6 et le
Corollaire 2.7 admettent une variante ou le role des lignes est joué par les colonnes. La multiplication
a gauche par des matrices élémentaires est alors remplacé par la multiplication a droite. On peut
obtenir ces variantes soit par un raisonnement direct, en adaptant les arguments utilisés dans les
démonstrations de la Proposition 2.6 et du Corollaire 2.7, soit en transposant leurs énoncés.

Exercices

(2.1) (prérequis) Que signifie la phrase “les deux matrices A et B commutent” ? Qu’est-ce qu’une
matrice diagonale?

(2.2) Soit un corps K, A € K"*", « € K et D une matrice diagonale de la forme

a 0 ... 0
D= 0
0
0 0 «
Démontrez que D- A= A- D.
1 0 0
(2.3) Calculez A*siA=[ 0 2 0
0 0 3

(2.4) On considere un corps K et trois matrices A, B,C € K"*".
Supposons que B soit inversible et que BAB~™! = C. Démontrez par induction sur k que, pour tout
keN, A*=B-1.C*.B.

En généralisant 'exercice 2.3, expliquez pourquoi ce résultat est intéressant si C' est une matrice
diagonale.

(2.5) Prouvez que multiplier une matrice & droite par une matrice-colonne revient a effectuer une
combinaison linéaire de ses colonnes; c’est-a-dire, prouvez que

aix ... Qim Z1 a1 a12 A1m
ap1 ... (Gnm Tm Gn1 an2 Qnm

De méme, prouvez que multiplier une matrice & gauche par une matrice-ligne revient a effectuer une
combinaison linéaire de ses lignes :

a1 N A1m
(r1 ... xp)- =xz1(a11 ... @im)+ -t xp(@nr .. Aum)-
QAn1 e Apnm,
(2.6) Soit un corps K et A € K"*™,
b11 N bll C11 N C1]
Prouvez que A - : : = ,
bml .« bml Cni .« Cnl
C11 b11 C12 b12 C1l b1y
ol : =4 S =A- e —A-
Cni bm1 Cn2 bma Cnl bmi

Prouvez un résultat analogue pour les lignes.
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(2.7) Soit K un corps, A, B € K™*™. Prouvez que
(A4 B)? = A2 + 2AB + B? si et seulement si AB = BA.
(2.8) Soit K un corps, A € K"*™ et B € K™*P. Prouvez que (AB)! = B'At.

(2.9) Soit K un corps, A € K™*™. On définit la trace de A comme la somme des éléments se trouvant
sur sa diagonale (principale) : tr(A) = Y1 | A;;. Prouvez que si B € K"*", alors tr(AB) = tr(BA).
Déduisez-en que, si C € K™*" est inversible, alors tr(CAC™1) = tr(A).

(pour aller plus loin) Trouvez trois matrices carrées A, B, C' telles que tr(ABC) # tr(CBA).

T 3 —
(2.10) Calculez 'inverse de 0 2 1
- 0 —I

(2.11) Calculez 'inverse de la matrice

o O o
OS> - OwoOo

0 0
2 0
0 0
0 4
(2.12) Déterminez pour quelles valeurs de A € R la matrice suivante est inversible :
0 A
1 0
A 1

Pour ces valeurs, calculez son inverse.

(2.13) Soit M une matrice carrée. Démontrez que M est inversible si et seulement si M* est inversible.
Démontrez également que si M est inversible alors (M%)~ = (M ~1)t.

(2.14) Si M est une matrice carrée telle que M? — M + I = 0, démontrez que M est inversible et
déterminez son inverse (I est une matrice unité et 0 une matrice nulle, toutes deux de méme ordre
que M).

(2.15) Expliquez la remarque qui suit la Proposition 2.6, a la page 14.

(2.16) (pour aller plus loin) Si M et N sont des matrices carrées réelles de méme ordre, démontrez
que M et N sont inversibles si et seulement si M - N est inversible. Calculez 'inverse de M et I'inverse
de N en fonction de M, N et (M - N)~1.

(2.17) (pour aller plus loin) Développez la remarque de la page 17 : démontrez que ’on peut
déterminer si une matrice est inversible et, le cas échéant, calculer son inverse, en faisant des opérations
élémentaires sur les colonnes plutot que sur les lignes.

Pourrait-on aussi faire des opérations élémentaires @ la fois sur les lignes et sur les colonnes ?

(2.18) (pour aller plus loin) Est-il possible qu'une matrice carrée réelle ait un inverse complexe
mais pas d’inverse réel 7

(2.19) (pour aller plus loin) A partir d’une matrice quelconque A € K™*", on forme une matrice
A’ € K™*™ en faisant des opérations élémentaires sur les lignes de A et en transposant le résultat
obtenu.

— Peut-on obtenir la matrice A’ en faisant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice
transposée A’ ?

— Peut-on obtenir la matrice A’ en faisant des opérations élémentaires sur les colonnes de A*?



CHAPITRE II
Espaces vectoriels

3. Notions fondamentales
3.1. La notion d’espace vectoriel

Définition. Soit K un corps (commutatif) et soit F' un ensemble muni de deux lois de composition,
I'une interne et notée additivement :
+ : ExXE—E
(z,y) »x+y
l'autre externe et notée multiplicativement :
ExK—E
(z,a) — za.
On dit que F est un espace vectoriel sur K si les conditions suivantes sont satisfaites :
A) E est un groupe commutatif pour +.
B) Pour z,y € Fet a,8 € K,

zla+8) = za+af
(z+y)a = za+ya
2(0f) = (z0)3
z1l = =z

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs et ceux de K sont appelés scalaires. Dans les
applications, les scalaires sont le plus souvent des nombres réels (K = R) ou, plus généralement, des
nombres complexes (K = C). On parle alors d’espace vectoriel réel ou complexe, respectivement.

Le résultat de la multiplication d’un vecteur x et d’un scalaire « est ici noté conventionnellement
za. Il est cependant indifférent de noter ax pour xa. La notation ax est plus habituelle dans certains
exemples mais la notation xa conduit a des formules plus élégantes, notamment lors de changements
de base.

Soient vq,...,v, un nombre fini de vecteurs d’un espace vectoriel E. Une combinaison linéaire
(ou combili) de vy,...,v, est un vecteur x € E qui admet une décomposition comme somme de
multiples de vy,...,v, :
T =v1a1 + -+ UpQp
pour certains coefficients ay, ..., a, € K.
Exemples.

A) 1. Pour tout corps K, I’ensemble K™ des n-uples d’éléments de K est un espace vectoriel
sur K, 'addition vectorielle et la multiplication scalaire étant définies respectivement
par :

(331; .- 7-fn) + (y1, .- 7yn) = (-731 + Y1, - 7-fn+yn)
(1, xpn)a = (T10,...,2T,0).

2. L’ensemble K™*™ des matrices de genre (m,n) sur le corps K est un espace vectoriel
sur K, 'addition vectorielle et la multiplication scalaire étant définies comme dans la
section 2.1.

19
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B) Pour tout ensemble X et tout espace vectoriel E sur un corps K, ’ensemble F(X; E) de toutes
les fonctions de X vers E est un espace vectoriel sur K, ’addition vectorielle et la multiplication
scalaire étant définies respectivement par :

(f+9)(x) = [flx)+g(z)
(af)(@) = af(z).
C) Pour tout corps K, ’ensemble K[X] des polyndémes en une indéterminée X a coefficients dans

K est un espace vectoriel sur K, I’addition des polynomes et le produit d’un polynéme par un
élément de K étant définis de la maniere usuelle.

Plus généralement, ’ensemble K[X7, ..., X,] des polynémes en n indéterminées X1, ...,
X, a coefficients dans K est un espace vectoriel sur K pour les opérations usuelles.

D) L’ensemble Eo des vecteurs de espace usuel ayant pour origine un point O arbitrairement
choisi est un espace vectoriel réel, I’addition étant définie par la regle du parallélogramme et
la multiplication scalaire étant définie de maniére évidente. Le point O étant fixé, on identifie
souvent Eo a ’ensemble des points de I'espace usuel en faisant correspondre a tout vecteur
d’origine O son extrémité.

3.2. La notion de sous-espace vectoriel
Définition. Une partie V' d’un espace vectoriel E sur un corps K est un sous-espace vectoriel si les
conditions suivantes sont satisfaites :

1.0eV.

2. Pourz,ye€V,onaz+yeV.

3. PourreVetae K, onazaeV.

De maniere équivalente, un sous-espace vectoriel de E est une partie non vide de E qui est stable par
combinaisons linéaires : pour vy,...,v, € V et pour ay,...,a, € K,

viog + -+ vpoy, €V

Une vérification directe montre que tout sous-espace vectoriel est lui-méme un espace vectoriel.

Exemples.

A) L’ensemble des solutions d’un systéeme de m équations linéaires homogenes en n indéterminées
est un sous-espace vectoriel de K.

B) 1. L’ensemble C(]a,b[;R) des fonctions continues sur un intervalle ]a, b[ & valeurs dans R
est un sous-espace vectoriel de ’espace F (]a, bl; R) de toutes les fonctions de ]a, b[ dans
R.
2. Pour tout entier i > 0, I'ensemble C*(]a, b[; R) des fonctions dérivables i fois sur I'inter-
valle ]a, b[ et dont la dérivée i-éme est continue est un sous-espace vectoriel de 1’espace
F(Ja,b[; R) de toutes les fonctions de ]a, b dans R.
3. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogene est un sous-
espace vectoriel de 1'espace F(]a, b[; R) de toutes les fonctions de ]a, b dans R.
C) Pour tout entier d, ’ensemble K[X]<4 des polynomes de degré au plus d (y compris le polynéme
nul) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel K[X] de tous les polynémes & coefficients
dans K.

D) Dans l’espace usuel Ep, tout plan et toute droite passant par O est un sous-espace vectoriel.
Les droites et les plans ne passant pas par O ne sont pas des sous-espaces vectoriels.

Opérations sur les sous-espaces vectoriels. A. Intersection

SiVi,...,V, sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, I'intersection Vi N...NV,
est un sous-espace vectoriel de E.
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B. Somme

Si Vi,...,V, sont des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel F, on définit la somme de
Vi,...,Vy par:

Vit +Vo={vi+-+uv,|vi €Vi,...,v, €V }.

Une vérification directe montre que cet ensemble est un sous-espace vectoriel de FE.
On dit que la somme V; + - - -4+ V,, est directe si la condition suivante est satisfaite :

PourvieVy, ... v, €V, 1 +---4+v,=0=>v1=---=v, =0.
La somme V; +--- 4V, est alors notée V1 @& --- @ V,,.

Lorsque la condition ci-dessus est satisfaite, tout vecteur z € Vi @& --- @ V,, s’écrit de maniere
unique comme somme de vecteurs de Vi, ..., V,. Supposons en effet

/ /
x:U1+"'+U7L:U1+"'+Un)

ou vy,v] € Vi, ..., up,v), € V,. La derniere égalité donne, en rassemblant tous les termes dans un
membre :
/ /
(V1 —v1) + -+ (vp —v,) = 0.
Comme v; — v; € V; pour tout 4, la condition de somme directe entraine alors :

v =V =--=uv, —v, =0,
c’est-a-dire : v; = v} pour tout i.
Lorsqu’il n’y a que deux termes, la condition de somme directe se simplifie : la somme V + W est
directe si et seulement si VW = {0}. (On dit alors que V et W sont des sous-espaces disjoints). En
effet, supposons d’abord V N W = {0}. Toute relation

v+w=0 veV,weW

entraine v = —w, donc v € VN W = {0} et par conséquent v = w = 0, ce qui prouve que la somme
V + W est directe. Réciproquement, si la somme est directe et si x € V N W, alors dans I’équation

x+(—z)=0
on peut considérer le premier terme comme un élément de V et le second comme un élément de W ;
la condition de somme directe entraine alors : © = —x = 0, ce qui prouve : VNW = {0}.
Ezxemples :

1. Dans l'espace usuel Ep, la somme de deux droites distinctes passant par O est directe; la
somme de trois droites par O est directe si et seulement si les trois droites ne sont pas dans un
méme plan.

2. Une matrice carrée A = (aij)1<ij<n € R™*™ est dite symétrique (resp. anti-symétrique) si
elle est égale (resp. opposée) & sa transposée : A = A (resp. A = —A?). On dit qu’elle est
triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, resp. diagonale) si a;; = 0 pour i > j
(resp. pour i < j, resp. pour i # j).

L’ensemble S des matrices symétriques et ’ensemble T' des matrices anti-symétriques de
genre (n,n) sont des sous-espaces vectoriels de R"*™ dont la somme est directe : on a

S @ T — Rnxn.

L’ensemble U des matrices triangulaires supérieures, I’ensemble L des matrices triangulaires
inférieures et I’ensemble D des matrices diagonales de genre (n,n) sont également des sous-
espaces vectoriels de R"*"™, On a

Rnxn — L+ U,

mais la somme n’est pas directe car LNU = D # {0}.
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Sous-espace vectoriel engendré. Pour tout vecteur v d’un espace vectoriel E, ’ensemble des
multiples scalaires de v :

vK ={va|a€ K}
est un sous-espace vectoriel de E. C’est méme le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant v,
puisque tout sous-espace qui contient v doit aussi contenir ses multiples; c’est pourquoi on 'appelle

sous-espace vectoriel engendré par v.
Plus généralement, pour vy, ... ,v, € E, 'ensemble C' des combinaisons linéaires de vy, ..., v, :

C:{U1a1+"'+v7zan|a1;--- 7a7LEK}

est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant vy, ... ,v,, puisque tout sous-espace contenant
v1,..., VU, contient aussi les combinaisons linéaires de ces vecteurs. Le sous-espace C est appelé sous-
espace vectoriel engendré par vi, ..., v, et noté sev(vy,...,v,). Vu la définition de somme de sous-

espaces vectoriels, on a
sev(vy, ..., o) =01 K+ -+ v, K.

Comme sev(vy,. .. ,vn) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant vq,...,v,, on a pour tout
sous-espace vectoriel V C E :

sev{vy, ..., up) CV si et seulement si Vi,...,v, € V.
3.1. PROPOSITION. Siwv1,...,U, €t wi,...,Wy, sont deur familles de vecteurs de E, on a
sev(v1, ..., Un) Csevi(wy, ..., W)
si et seulement si vy, ... ,v, sont combinaisons linéaires de wiy, ..., Wy, et par conséquent
sev(v1, ..., Un) = Sev{(wi, ..., W)
si et seulement si vy,...,v, sont combinaisons linéaires de w1, ..., Wy, et wy,...,Ww,, combinaisons
linéaires de vy,...,v,.

DEMONSTRATION. Cette proposition découle directement de 1’observation précédente ; en effet,
on a

sev(v1, ..., Un) C Sev{(wy, ..., W)

si et seulement si vy, ..., v, € sev(wy,...,Wn), ce qui revient & dire que vy, ... , v, sont combinaisons
linéaires de w1, ... , Wp. O

Exercices

(3.1) (prérequis) Décrivez la structure habituelle d’espace vectoriel réel de R”, R[X], R"*™ F(R;R)
(Uensemble des fonctions de R dans R).
Décrivez la structure habituelle d’espace vectoriel de C™, d’une part sur R et d’autre part sur C.

(3.2) (pour aller plus loin) Voici trois définitions d’opérations &: R? x R? — R? et ®: R? xR —
RZ2. Dans quel(s) cas la structure (R?, @, ®) est-elle un espace vectoriel sur R ?

- (@) @ (@ae) = (V31 + V7)°, (U0 + YR)°)
(z,y9) ©a = (za®,ya’);

= (z1,91) © (22, 92) = (71 + 72,0)
(z,y) ®a = (za,0);

= (z1,91) ® (z2,92) = (Y1 + Y2, 71 + T2)

(z,9) © @ = (ya, zav).

(8.3) C?, avec les opérations usuelles, est & la fois un espace vectoriel sur C et un espace vectoriel sur
R. Tout espace vectoriel complexe peut-il étre considéré comme un espace vectoriel réel ?
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(3.4) (pour aller plus loin) Soit (E,+p, g), un espace vectoriel sur un corps K. Considérons un
ensemble A tel qu’il existe une bijection f: A — E.
Sia,be Aet ae K, on définit

avb = (1) +5 10))
a®a = f_l(f(a)-Eoz).

Démontrez que (A, @, ®) est un espace vectoriel sur K.
(3.5) Soient (E1,+g,, 5, ) et (E2,+5,, 5,) deux espaces vectoriels sur un corps K. On définit des
opérations @ : (E1 X Eg) x (E1 X E3) — (E1 x E3) et ©: (E1 X E2) x K — (Ey X E3) de la maniére
suivante :
— (z1,72) © (y1,92) = (T1 +E, Y1,72 +E, ¥2);
— (r1,22) O = (1B, O, T2 g, Q).
Démontrez que (E1 x E2, @, ®) est un espace vectoriel sur K.
(3.6) Démontrez qu’un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel.
(3.7) Soit E un espace vectoriel sur un corps K et V C E. Démontrez que

— V est un sous-espace vectoriel de E
ssi V#Det (Vo,yeV)VaeK)(z+yeVetzaeV);

— V est un sous-espace vectoriel de E
ssi 0eVet (Va,y e V)Vo,B € K)(za+yB V).

(3.8) Soit E un espace vectoriel sur un corps K et V' C E. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles
sont vraies ? Justifiez : quand une affirmation est vraie, prouvez-la, et quand elle fausse, trouvez un
contre-exemple (le plus simple possible!) montrant qu’elle est fausse.

1. Si V n’est pas un sous-espace vectoriel de E, alors 0 ¢ V.
2. Si 0 &V, alors V n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

3. SiV # () et que V n’est pas un sous-espace vectoriel de E, alors pour tous =,y € V et pour
tous o, B € K, za+yB € V.

4. Si V n’est pas un sous-espace vectoriel de E, alors on peut trouver z,y € V et o, € K tels
que za+yB € V.

5. Si on peut trouver z,y € V et o, 8 € K tels que xa+yB ¢ V, alors V n’est pas un sous-espace
vectoriel de F.

(3.9) On donne ci-dessous quelques exemples d’espaces vectoriels E sur un corps K, ainsi que des
vecteurs v, v1,...,v, € E. Déterminez dans chaque cas s’il est possible d’écrire v comme combili de
Viy..., Uy, cest-a-dire si v = viaq1 + - - - + vy, pour certains ag,...,q, € K.

1. E:Rga K:Ra v = (2545 6)7 U1 = (15253))1)2: (45556))1)3: (75859)
E=R[X], K=R, v=2+3X+4X2, v, =1+ X,v3=X + X% v3 = X% + X°.
E=R>*? K=R, v=

2 3
1

ae (3 ) (4 )= (10)
4. E=C% K=C, v=(1+2i3—4), vlz(iO)vz(O,i).
5. E=C?, K=R, v=(1+2i,3—4i), v =(i,0),v2 = (0,17).

(3.10) Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R? ?

- A={(0,9,0) |y € R}.
- B={(1,4,0)|y €R}.
- C={(z,y,x+y) |z,y e R}.

D ={(z,y,x+1) | z,y € R}.

N

@

— O
— O
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={(x,y,2) e R? | 2% +4y? + 22 = 0}.
~I={(z,y,2) e R® | 22 + ¢y + 22 = 1}.

~J={(z+y,—zu+t)eR3 |z —u=2+t=2y—t=0}.
(3.11) Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de I’espace F(R;R) des
fonctions de R dans R?

- A={f:R—=R|VxzeR f(x) > 0}.

- B={f:R—R| f est croissante ou f est décroissante},

ou f est croissante ssi (Vz,y € R)(z <y = f(z) < f(y)) et
f est décroissante ssi (Vz,y € R)(z <y = f(z) = f(y)).

S C={f:R—R|f(0) =0}

- D={f:R—R]| f(a) =b} (discutez en fonction des valeurs de a et de b).
(3.12) Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de 1’espace vectoriel
complexe C[X]?

- A={P e C[X]2 | P'(0) =0}.

- B={PeC[X]|P(0)=2P(1)}.

(3.13) (prérequis) Quand une matrice est-elle (1) symétrique; (2) antisymétrique ?
(3.14) Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de R?*2?

— A= {M € R**? | M est symétrique}.

— B={M € R?**2| M est inversible}.

- C={MeR?**?| My =a} (discutez en fonction de la valeur de a).

(3.15) Soit S = {(z,y,2) ER3 |z +y+2=0

4+ 52y +372=0

3lx + 1287y + 389z = 0}.
S est-il un sous-espace vectoriel de R3 ?

En est-il de méme pour l’ensemble des solutions (1) de n’importe quel systéme homogene? (2) de
n’importe quel systéme non-homogene ?

(3.16) (pour aller plus loin) Soit F = {f | f est une fonction R - R;} (ouRy={zxeR |z >
0}).
On définit f®g: R — R : 2 — f(z).9(x)

fOa:R—->RT ::zw (f(x))™
ou f,g € F et a« € R. Démontrez que ces opérations font de F un espace vectoriel sur R. F est-il un
sous-espace vectoriel de F(R;R) (muni des opérations usuelles) ?

(3.17) On sait que C[X] est & la fois un espace vectoriel sur C et un espace vectoriel sur R.
R[X] est-il un sous-espace vectoriel réel de C[X]? Est-il aussi un sous-espace vectoriel complexe de
Cixi?

(3.18) (pour aller plus loin) Démontrez que V = {(a + bi, —b — ai) | a,b € R} est un sous-espace
vectoriel de C? considéré comme espace vectoriel réel, mais que ce n’est pas un sous-espace vectoriel
de C? considéré comme espace vectoriel complexe.

(3.19) Démontrez que I'intersection de deux sous-espaces vectoriels est encore un sous-espace vectoriel.

(3.20) La réunion de deux sous-espaces vectoriels est-elle toujours un sous-espace vectoriel 7 Si oui,
prouvez-le. Si non, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est-elle jamais un sous-espace vectoriel,
ou existe-t-il des sous-espaces vectoriels dont la réunion soit un sous-espace vectoriel et d’autres dont
la réunion n’en soit pas un?
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(3.21) Expliquez ’exemple 1 de la page 21 : montrez que la somme de trois droites passant par O est
directe ssi les trois droites ne sont pas dans un méme plan.

(3.22) (pour aller plus loin) Montrez par induction sur k qu'une somme V; + --- + V, de sous-
espaces vectoriels est directe ssi (Vi + ---+ V;_1) N V; = {0}, pour tous les i € {2,..., k}.

(3.23) (prérequis) Qu’est-ce que le sous-espace vectoriel engendré par un ensemble de vecteurs
V1, ...,U, T Démontrez que c’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant vy, ... ,v,.

4. Bases et dimension

4.1. Bases

Soit (eq, ... ,en) une suite de vecteurs d’un espace vectoriel E sur un corps K.

On dit que la suite (eq, ... ,e,) est une suite génératrice de E si le sous-espace vectoriel engendré
par les vecteurs de cette suite est E tout entier :

sevier,...,en) = E,
ce qui revient a dire que tout vecteur x € F est combinaison linéaire de ey, ... ,e, :
r=ea;+ - -+e,an pour certains scalaires aq, ..., a, € K.

On dit que la suite (eq,...,e,) est libre (ou que les vecteurs ey, ... , e, sont linéairement indé-

pendants) s'il n’est pas possible de trouver des scalaires ay, . . ., s, non tous nuls tels que ejay +-- -+

enay, = 0; en d’autres termes, la seule combinaison linéaire nulle de cette suite est celle dont tous les
coefficients sont nuls :

eiar +---+epo, =0 entraine a3 =---=a, =0.

Par convention, la suite vide () est aussi considérée comme libre, et on convient que le sous-espace
vectoriel engendré par cette suite est {0} (qui est en effet le plus petit de tous les sous-espaces).

Enfin, on dit que la suite (eq,...,e,) est une base de E si elle est & la fois libre et génératrice.
Par exemple, la suite vide () est une base de I’espace nul {0}, par convention.

Nous limiterons notre discussion de la notion de base et de dimension au cas ou I'espace E admet
une suite génératrice finie'. Un tel espace est dit finiment engendré.

4.1. THEOREME. Tout espace vectoriel finiment engendré admet une base.

DEMONSTRATION. L’espace nul admet comme base la suite vide, comme observé ci-dessus. On
peut donc se limiter dans la suite de la démonstration & considérer des espaces vectoriels E # {0}. Soit
(e1,...,e,) une suite génératrice de l’espace E. Si I'un des vecteurs de cette suite (par exemple e,,)
est combinaison linéaire des autres, la suite obtenue en retirant ce vecteur est également génératrice :
I’égalité

sev{el,...,en_1) =sevier,...,en)(=E)
découle en effet de la Proposition 3.1 (p. 22). A partir de la suite génératrice donnée, on peut donc
obtenir une nouvelle suite génératrice plus courte en supprimant tous les vecteurs qui sont combinai-
sons linéaires des autres. Pour la commodité des notations, supposons que 'on ait éliminé les derniers
vecteurs de la suite donnée, de sorte que la nouvelle suite génératrice soit (eq, .. . , €,) pour un certain
m < n. On va prouver que cette derniére suite est une base. Comme elle est génératrice, il suffit de
prouver que cette suite est libre. Supposons avoir une relation de dépendance linéaire

e1ay + -+ ey, =0,

avec Qsq, ... ,Qmy, non tous nuls. Supposons par exemple «,, # 0. En divisant la relation précédente
par a,, et en isolant e,,, on obtient alors

em = 61(—05105;1) + o+ em—l(_am—la:nl)'

1De toute maniere, si I’espace ne contient pas de suite génératrice finie, il ne contient pas non plus de base finie
puisque les bases sont des suites génératrices particuliéres. Les bases infinies ne présentent pas le méme caractere d’utilité
que les bases finies, et ne seront pas utilisées dans ce cours. Voir I’Appendice pour quelques remarques sur les espaces
non finiment engendrés.
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C’est une contradiction, puisque, par construction, aucun des vecteurs ey, ... , e, n’est combinaison
lindaire des autres. O

Cette démonstration montre de plus que de toute suite génératrice d’un espace vectoriel on peut
extraire une base.

Sie=(e1,...,e,) est une base de E(# {0}), alors tout vecteur de E s’écrit d’une et d’une seule
maniére comme combinaison linéaire de e. En effet, tout vecteur x € E s’écrit comme combinaison
linéaire de cette suite car elle est génératrice ; de plus, ’expression est unique, car si

T=era1+ - +epon =B+ -+ enfhn,

alors, en faisant passer le troisieme membre dans le deuxieéme, on trouve

el(al - 61) +-+ en(an - 6n) =0,
1
d'ouna; — @1 == a, — B, =0 car la suite e est libre. L’unique colonne de scalaires c K™

Tn
telle que £ = e1z1 + - - - + epxp est appelée suite des coordonnées® de x par rapport & la base e. On
la note ((z). L application

ey BE— K™
définie par
(@) = e(T)
est bijective, puisqu’elle admet une application inverse K" — FE, a savoir ’application qui envoie
aq
: € K" sur e + -+ -+ epa, € E. De plus, on a pour z,y € Fet a,0€ K :
Qn

NEa+ypf) =) a+t ()b,
car si t = e1x1 + -+ -+ epxy et y = ey + - - + epyn, alors
ra+yfB= 61(.131@ + ylﬁ) + -+ en(xna + ynﬁ)'

On traduit ces propriétés en disant que .y est un isomorphisme d’espaces vectoriels de E vers K",
ce qui signifie que oy permet d’identifier F et K™ en tant qu’espaces vectoriels. Par exemple, dans

E = K?*2 ]a suite
B 10 0 1 0 0 0 0
c“Nloo/)'Loo/)'\1o0)'\ o1

est une base de E ; I'isomorphisme correspondant .y: K2*2 — K* est défini par

((24))-

il permet d’identifier K2*2 et K% en tant qu’espaces vectoriels, mais on dispose en plus d’un produit
sur K2*2, & savoir le produit matriciel, alors que 1’on n’a pas défini de produit sur K.

QL O T

Les applications entre espaces vectoriels seront étudiées de manieére détaillée dans le chapitre
suivant.

2Les coordonnées d’un vecteur sont donc toujours des matrices-colonnes. Par abus de notation, on note K™ pour
KX 1 .
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4.2. Dimension

La dimension d’un espace vectoriel finiment engendré est le nombre d’éléments d’une base quel-
conque. Pour justifier cette définition, il faut prouver que toutes les bases d’un espace vectoriel finiment
engendré ont le méme nombre d’éléments ; c’est ce que 1’on se propose de faire dans cette section.

Le principal outil technique est la propriété suivante, connue sous le nom de lemme d’échange :

4.2. LEMME. Soient ei,...,e.,x,y des vecteurs d’un espace vectoriel E. Supposons que y €
sev{er,...,er,x) et que le coefficient de x dans une expression de y comme combinaison linéaire
de ey, ...,eq,x soit non nul :

(%) y=eiar+- - +eap+xf avec f#0;
alors x € sev(ey, ... eqy) et
sevier,... e, x) =sev(er,...,ery).

DEMONSTRATION. En divisant les deux membres de la relation (x) par 3 et en isolant # dans un
membre, on obtient

x = 61(—0516_1) + er(_arﬁ_l) + yﬁ_la

ce qui prouve la premiere affirmation. La seconde en découle par la Proposition 3.1. O
4.3. PROPOSITION. Soit g = (g1,.-.,9n) une suite génératrice d’un espace vectoriel E et £ =
(01, ..., Ly) une suite libre de E. On peut remplacer m vecteurs de la suite g par les vecteurs de £

sans que la suite cesse d’étre génératrice. En particulier, n > m.

DEMONSTRATION. Le principe de la démonstration est le suivant : & I’aide du lemme précédent,
on échange successivement m vecteurs de la suite g contre les vecteurs de la suite ¢ sans changer le
sous-espace engendré, c’est-a-dire en conservant une suite génératrice.

Considérons d’abord ¢;. Comme la suite g est génératrice, on a

6 = g1y + -+ gnoy

pour certains coefficients aq,...,a, € K. Si ay = --- = a,, = 0, alors 1 = 0 et la suite £ n’est
pas libre, contrairement a I’hypothese. L’un des coefficients est donc non nul; quitte a changer la
numérotation de g1, ..., gn, on peut supposer oy # 0. D’apres le lemme d’échange on a alors

SeV<€1, g2, - - 7g7l> = sev(gl, <. 7gn>a

donc la suite (¢1,92, ... ,9gn) est aussi génératrice.
On répete le méme raisonnement successivement pour fo, {3, .... Supposons par exemple avoir
établi que la suite (¢1,...,4;, git1,- .. ,9n) est génératrice. Alors £; 11 est combili de cette suite :

bivh = lray + - -+ lio 4+ gig1Bigr + -+ gnBn

pour certains asq, ..., Q;, Bit1, ..., On € K. Siles coefficients §;41, ..., O, sont tous nuls, alors la suite
£ n’est pas libre car

o + -+l + &4_1(—1) =+ &4_20 + -+ 4,0=0.

(Le coefficient de £;11 est non nul!) Quitte & changer la numérotation de g;11, ..., gn, on peut donc
supposer ;11 # 0. D’apres le lemme d’échange, on peut alors, dans la suite génératrice (¢1, ... ,4;,
Git1,---9gn), échanger g;11 contre ¢; ;1 pour conclure que la suite (¢1,...,¢i41,git2,.-.,9n) €st
génératrice.

Si m > n, alors apres avoir appliqué n fois le raisonnement précédent on voit que la suite
(l1,...,L,) est génératrice. Le vecteur £,41 est donc combinaison linéaire de cette suite, ce qui
contredit comme précédemment 1’hypothese que la suite £ est libre. On a donc m < n et apres m
itérations les arguments ci-dessus montrent que la suite (¢1,...,%4mn, Gm+1,---,gn) est génératrice
(mais la numérotation des vecteurs de la suite g peut avoir changé!) O
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4.4. THEOREME. Toutes les bases d’un espace vectoriel finiment engendré ont le méme nombre
d’éléments.

DEMONSTRATION. Soient (eq,...,e,) et (f1,..., fm) deux bases d’un espace vectoriel E. Comme
(e1,...,e,) est une suite génératrice et (f1, ..., fi) une suite libre, la proposition précédente montre
que lon a m < n. Par ailleurs, on peut échanger les roles des suites (e1,...,en) et (fi,..., fm) :
comme (f1,..., fm) est génératrice et que (eq, ... ,e,) est libre, la proposition précédente montre que
n < m. Ainsi, n = m et toutes les bases de E ont donc le méme nombre d’éléments. O

Si un espace E est finiment engendré, on appelle dimension de E le nombre d’éléments d’une quel-
conque de ses bases. Ce nombre entier est noté dim E. Dans le cas contraire, on dit qu’il est de
dimension infinie et ’on note dim F = oo.

Notons encore les conséquences suivantes des résultats précédents :

4.5. COROLLAIRE. Dans un espace vectoriel E de dimension finie n,
1. de toute suite génératrice on peut extraire une base ;

2. toute suite génératrice de n éléments est une base ;

3. toute suite libre peut étre prolongée en base ;

4. toute suite libre de n éléments est une base.

DEMONSTRATION. La premiére propriété a été observée dans la démonstration du Théoréme 4.1.
La deuxieme propriété s’en déduit, car la base extraite de la suite génératrice doit avoir le méme
nombre d’éléments que celle-ci. La troisieme propriété résulte de la Proposition 4.3 et de la propriété
précédente : si un espace E admet une suite libre (z1,...,2,) et une base (g1,...,gn), alors la
Proposition 4.3 montre que ’on peut prolonger (x1,...,%,) en une suite génératrice de n éléments.
Cette suite génératrice est une base, d’apres la propriété précédente. Enfin, la quatrieme propriété
se déduit de la précédente car la base prolongeant la suite libre donnée doit avoir le méme nombre

d’éléments que celle-ci. O
Ezxemples :
A) L’espace vectoriel K™ sur un corps K admet une base (cy, . .. , ¢,) appelée base canonique (ou
standard), dont le i-eéme vecteur est
¢;i=(0,...,0, 1,0,...,0).
T
i

On a donc dim K™ = n.

B) L’espace vectoriel K[X]<, des polynémes de degré au plus n admet pour base la suite (1, X,
X2,...,X™). On a donc dim K [X]<, =n + 1.

En revanche, 1’espace K[X] de tous les polynémes est de dimension infinie. En effet, si
(Py,...,P,) est une suite finie de polynémes, on peut trouver un entier d strictement plus
grand que les degrés de P4y, ... ,P,,. Un polynéme de degré d n’est donc pas combinaison linéaire
de (Pi,..., Py). L’espace K[X] n’est donc pas finiment engendré, d’ott dim K[X] = oo.

C) Dans l'espace usuel Ep (ou 'on a choisi arbitrairement un point de référence O), une suite de
vecteurs (€7, €z, €3) est une base si et seulement si ces vecteurs ne sont pas contenus dans un
méme plan. On a donc dim Fp = 3.

D) La suite vide () est la seule base de ’espace vectoriel {0}. On a donc dim{0} = 0.

Exercices

(4.1) (prérequis) Soit E un espace vectoriel sur un corps K et ey,..., e, € E. Ecrivez des formules
mathématiques qui signifient :

— la suite (eq, ... ,e,) est libre;
— la suite (eq, ..., e,) n’est pas libre;
— la suite (eq, ..., e,) est génératrice.



5. BASES DE SOUS-ESPACES 29

(4.2) Soit E un espace vectoriel sur un corps K et e1,...,e, € E (n > 2). Montrez que la suite
(e1,...,en) est libre ssi pour chaque i € {1,...,n}, e; n’est pas combilide e1,...,€_1,€i41,...,€n.
(4.3) Soit E un espace vectoriel sur un corps K et ey, ..., e, € E.

Prouvez que (ey, ... ,e,) est une base ssi tout élément de F s’écrit de maniére unique comme combili
deey,...,en.

(4.4) Soit E un espace vectoriel sur un corps K, e une base de F et x,y, v, v1, ... ,v, € E. Démontrez

les affirmations suivantes (la fonction .7y est définie & la page 26) :

— Si v est combili de x et de y, alors «y(v) est combili de .y(z) et de Y (y).

— Si (v1,...,v,) est une suite libre, alors (e'y(vl), o ,e'y(vn)) est libre.

— Si (v1,...,v,) est une base de E, alors (e'y(vl), o ,e'y(vn)) est une base de K.
Démontrez également les trois réciproques.

(4.5) (prérequis) Quelles sont les bases usuelles de R™, R"*™ et R[X]<,, munis des structures
habituelles d’espace vectoriel sur R ?

(4.6) Donnez une base de C muni de la structure habituelle d’espace vectoriel sur R.

(4.7) Si E et F sont des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K, donnez une base de
Pespace vectoriel E x F (voir 'exercice 3.5, page 23, pour la définition de E x F).

(4.8) Donnez une base des sous-espaces vectoriels suivants :

- A={PeR[X]« | P(2)=P(3)=P/(—1)} (sous-espace réel de R[X]<4).

- B= {M ER?*2| M - ( _01 (1) > = ( _01 (1) > M} (sous-espace réel de R?*2),

(4.9) Lasuite b= ((1, 0,2),(2,5,4),(-2,1, O)) est une base de R? (vous pouvez le vérifier). Trouvez

les coordonnées de (17,26, 18) dans b. Trouvez les coordonnées dans b d’un élément (x, y, z) quelconque
de R3.

(4.10) En utilisant les affirmations de l’exercice 4.4 et les calculs de I'exercice 4.9,
— montrez que b = (1 +2X2 245X +4X2%, -2 —l—X) est une base de R[X]<2;

— trouvez les coordonnées dans b d’un polynéme quelconque ag + a1 X + a2 X? de R[X]<o.

(4.11) (pour aller plus loin) Quel est I'ensemble des matrices de R?2*2 qui commutent avec toutes
les matrices de R2%2 ? Montrez que cet ensemble est un sous-espace vectoriel de R2*2. Trouvez-en une
base.

5. Bases de sous-espaces

Dans cette section, on se propose de donner des indications générales sur les dimensions de sous-
espaces d’un espace vectoriel fixé et de mettre au point diverses techniques permettant de trouver des
bases de sous-espaces.

5.1. Sous-espaces donnés par une suite génératrice

Le résultat technique suivant est souvent utile pour prouver 'indépendance linéaire d’une suite
de vecteurs :

5.1. LEMME. Soit V' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E sur un corps K et soit
(v1, ... ,Um) une suite libre de V. Si u est un vecteur de E qui n’est pas dans V :

u€e ENV,

alors la suite (v1, ... ,vm,u) est une suite libre de E.
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DEMONSTRATION. Soit
(%) via1 + -+ vy +uf =0

une relation de dépendance linéaire. Il faut prouver oy = --- = a,,, = 8 = 0. Si 8 # 0, alors on peut
diviser les deux membres de 1’équation ci-dessus par 3 et isoler v dans un membre :

u = ’Ul(—Oél/ﬁ) + -+ Um(_am/ﬁ)-

Des lors w est une combinaison linéaire de vy, . . . , v, et il est donc dans V' contrairement a ’hypothese.
On doit donc avoir § = 0; alors la relation () ci-dessus entraine ay = - -+ = a,, = 0 puisque vy, ... , U,
sont linéairement indépendants. O

5.2. PROPOSITION. Soit V un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de dimension n (finie).

1. V admet une suite génératrice dont le nombre de vecteurs est au plus n. En particulier,
dimV < n.

2. SidimV =n, alors V = E.

3. Toute base de V' peut étre prolongée en base de E.

DEMONSTRATION. 1. Supposons au contraire que V n’admette pas de suite génératrice de moins

de n + 1 vecteurs. Pour toute suite (vy,...,vy) de vecteurs de V', on a donc l'inclusion stricte
sev{vi, ..., Um) CV tant que m < n.

On construit alors dans V' une suite libre de n+ 1 vecteurs, de la maniere suivante : Soit v un vecteur
non nul de V' et soit v2 € V N sev(vy). Le lemme précédent (appliqué au sous-espace sev(vi) C V)
montre que la suite (v1,v2) est libre. Si n > 2, choisissons encore vs € V' ~\ sev(vy, v2), puis (si n > 3)
vy € V \ sev(vy, va,v3) et ainsi de suite. Le lemme précédent montre successivement que les suites
(v1,v2,v3), (v1,v2,v3,v4), etc. sont libres. On peut de la sorte construire une suite libre (v1, ..., Vny1)
de V' — donc aussi de E. Cela contredit la Proposition 4.3 (p. 27); il est donc absurde de supposer
que V n’admet pas de suite génératrice d’au plus n vecteurs.?

2. Si dim V' = n, alors toute base de V est une suite libre de £ dont le nombre d’éléments est égal a
la dimension de FE; c’est donc une base de E, d’apres le Corollaire 4.5 (p. 28). L’espace engendré par
cette suite est donc V = FE.

3. Cela résulte directement du Corollaire 4.5, car les bases de V' sont des suites libres de E. O

Les opérations élémentaires dont il a été question dans la section 1.1 livrent un algorithme per-
mettant de déterminer une base d’un sous-espace vectoriel dont on connalt une suite génératrice.
Remarquons d’abord que ces opérations peuvent aussi étre utilisées sur les suites de vecteurs : une
opération élémentaire de type I consiste a remplacer un des vecteurs de la suite par la somme de ce
méme vecteur et d’'un multiple d'un autre vecteur de la suite; une opération élémentaire de type 11
consiste a échanger deux vecteurs de la suite, et une opération élémentaire de type III a multiplier un
vecteur par un scalaire non nul, appelé facteur de I'opération élémentaire.

5.3. PROPOSITION. On ne modifie pas le sous-espace vectoriel engendré par une suite de vecteurs
quand on effectue sur celle-ci une ou plusieurs opérations élémentaires.

DEMONSTRATION. Cela est clair pour les opérations de type II ou III. Pour les opérations élé-
mentaires de type I, il s’agit de prouver :

SeV(T1, ..., Tn) = SEV(T1, ..., Tic1, Ti + Tj\, Tit1, - - -, Tn)

(ot © # j et X\ est un scalaire arbitraire). Or, la forme des vecteurs de la suite de droite montre
que chacun de ceux-ci est combinaison linéaire de ceux de gauche. Inversement, montrons que chaque
vecteur de gauche est combinaison linéaire de ceux de droite : il suffit de le vérifier pour x;, puisque
tous les autres apparaissent aussi a droite; pour x;, on a

T = (.231' + .23])\) - .23]')\.
3Cela ne veut pas dire que toutes les suites génératrices de V ont au plus n vecteurs. Au contraire, on peut former

des suites génératrices dont le nombre de vecteurs est arbitrairement grand en ajoutant des vecteurs nuls a une suite
génératrice quelconque.
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L’égalité des sous-espaces engendrés résulte a présent de la Proposition 3.1 (p. 22). ]

Supposons a présent que les vecteurs donnés soient dans ’espace K" : soit
Vi,...,0;m € K™,

Chacun des vecteurs v; est donc un n-uple :
v = (’U“, . 7Uin)-

On dit que la suite (v1, ... ,vy) est échelonnée sile nombre de composantes nulles au début de chaque
v; augmente avec l'indice 4, ’augmentation étant stricte tant que v; # 0 :

si v;; = 0 pour j < k, alors v;41,; =0 pour j <k +1.

En d’autres termes, la suite (v1, ..., v;) est échelonnée si et seulement si la matrice de genre (m,n)
U1
Um

dont les lignes sont v, ... , v, est une matrice a lignes échelonnées.

5.4. PROPOSITION. Toute suite échelonnée de vecteurs non nuls de K™ est libre.

DEMONSTRATION. Soit (v1, ... , v) une suite échelonnée de vecteurs non nuls de K™. Supposons
avoir trouvé aq,...,a,, € K tels que
M vy + - Uy, = 0.
Il faut prouver : ay = -+ = a, = 0.

Soit j1 le plus petit indice tel que v1;, # 0. Comme la suite (v1,...,v) est échelonnée, on a

v;5, = 0 pour tout ¢ > 1. Dés lors, la composante d’indice j; des deux membres de I'égalité () est
vij,a1 +0az + - -+ O0ay, = 0.
On en déduit a; = 0. L’égalité (1) peut alors se réécrire
voig + - - + Uy = 0.

Soit jo le plus petit indice tel que vy;, # 0. En comparant les composantes d’indice jo dans les deux
membres de 1’égalité précédente, on obtient de méme

g = 0,
et on continue ainsi de suite. Le raisonnement s’applique pour tout i = 1, ..., m, puisque chacun des
vecteurs vy, . .. , vy, posseéde une composante non nulle. O
Soit (v1, ..., ) une suite finie quelconque de vecteurs de K™. Par des opérations élémentaires
sur les lignes de la matrice
U1
A — . E K7n><7l
Um
dont les lignes sont vy, . . . , Uy, on peut obtenir une matrice a lignes échelonnées, d’apres le Théoreme 1.1.
Soit
w1
A/ — . E K7n><7l
W

une telle matrice. La Proposition 5.3 montre que le sous-espace de K™ engendré par les lignes de A’
est le méme que celui qui est engendré par les lignes de A :

Sev(VU1, ... , Um) = SeV{W1,. .., Wn).
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Comme la suite (w1, ... ,wy,) est échelonnée, les vecteurs non nuls de cette suite sont situés au début ;
soit (wy, ..., w,) la sous-suite des vecteurs non nuls. Cette suite est libre d’apres la Proposition 5.4,
et I'on a

sev(wi, ..., W) = sev(wi, ..., w,)
puisque wy41 = -+ = wy, = 0. Dés lors, (w1,...,w,) est une base de sev(vy, ..., Um).

Le procédé précédent s’applique également aux sous-espaces V d’un espace arbitraire E de di-
mension finie, moyennant le choix d’une base ¢ = (e, ... ,e,) de E. Une telle base détermine en effet
un isomorphisme .vy: E — K™ qui permet d’identifier V' a un sous-espace de K™.

5.2. Sous-espaces donnés par des équations

Comme indiqué dans la section 3.2, I’ensemble des solutions d’un systéme homogene d’équations
algébriques linéaires en n indéterminées est un sous-espace vectoriel de K™. La maniere de résoudre
de tels systemes a par ailleurs été détaillée dans la section 1.4. Le but de la présente section est de
compléter cette information en indiquant comment déterminer une base d’un sous-espace (et donc sa
dimension) & partir des solutions trouvées par la méthode de la section 1.4.

Soit un systeme homogene arbitraire de m équations en n inconnues

a1y + - +ar, = 0

Am1T1+ + GppTnp = 0
dont on note V I’ensemble des solutions. L’ensemble V' est donc un sous-espace vectoriel de K™ :

n
V=< (x1,...,2,) € K" Zaijszo pouri=1,...,m
i=1

Le systeme étant homogene, la derniere colonne de la matrice complete est nulle. Il suffit donc de
considérer la matrice des coefficients. Suivant la méthode de la section 1.4, on effectue des opérations
élémentaires sur les lignes de cette matrice pour obtenir une matrice sous forme réduite de Gauss—
Jordan qui est la matrice des coefficients d’un systéme dont ’ensemble des solutions est encore V. On
peut négliger les lignes nulles de cette matrice, puisqu’elles correspondent a des équations triviales

Oz14+---+0x, =0.

Supposons qu’il reste r lignes non nulles; soient ji, ..., j, les indices des colonnes de pivots, de sorte
que 1 < j1 < jJo < --- < jr < n et que la matrice des coefficients du systéme soit du type

J J2 J3 Jr
! ! ! !
0O -+ 0 1 =« * 0 0 0 = *
o - 00O0 - 01 % -+ % 0 0 = --- =
o --- 00O0 - 0O0O0O --- 01 0 % -+ %
0 - 000 - 000 - 000 - o 01 % - x
Pour la commodité des notations, on suppose de plus jr = k pour k = 1,... 7. Cette hypothese ne
restreint pas la généralité, car on peut toujours se ramener a cette situation en permutant les compo-
santes des n-uples, ce qui revient a renuméroter les inconnues x1, ..., Z,. La matrice des coefficients
du systeme est alors de la forme
10 -+ 0 a1pq41 Grr42 -+ Q1n
0 1 0 agpy1 a2py2 -+ a2q

00 --- 1 Qryr41 Gre42 0 Qpp
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et le systéme peut se mettre sous la forme

1 = —(01,41%r41 + @1 r42Tr12 + - F Q1nTy)
xe = —(a2,41%r41 + A2 r42Tr12 + -+ Q2,T0)
Ty = _(a/T,T-’rle-’rl + Qr 2Ty + -0+ arnxn)
Ses solutions sont
n n n
V= — E a1,;Tj, — E a2 jTjy ...y — E ArjLjy Tr4ly--- 3Ty Tpgly--- , Ty € K
Jj=r+1 Jj=r+1 j=r+1
Considérons les solutions particulieres suivantes obtenues en donnant a I'une des variables z, 41, ..., 2,

la valeur 1 et aux autres la valeur O :

€r+1 = (_a177'+15 —A2r41y--- 5, —Qrril, 1) Oa cee 70)
€r42 = (—a17,«+2, —a27,«+2, ceey —a,«ﬂ«_i_g, 0, 1, e ,0)
€n - (_a/ln;_a/Qna"' 7_0/7'7“0)0)"' 71)7

alors
n n n
- E : a1,j%j 5 — E A2,j&j, -5 § ArjZj , Tyrtls--- ,Tn | =
Jj=r+1 Jj=r+1 j=r+1

€r41Tr41 + €r32Trqo + -+ €xTy,

ce qui montre que

V =sev{ert1,...,€n).
Par ailleurs, pour ay41,...,0, € K,
Crg1Qri1 + - enay = (%, o % Qrg1, - 5 Q)
donc le membre de gauche ne peut étre nul que si a,y1 = --- = a, = 0. Cela prouve que la suite
(ér41,---,6n) est libre; ¢’est donc une base de V, et par conséquent
dimV =n—r.

On a ainsi prouvé :

5.5. PROPOSITION. La dimension de l’espace des solutions d’un systéeme d’équations linéaires ho-
mogenes en n inconnues est n —r ou r est le nombre de lignes non nulles d’une matrice sous forme
réduite de Gauss—Jordan obtenue en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice
des coefficients du systeme.

On pourrait voir que 'entier r qui intervient dans cet énoncé est aussi le nombre de lignes non
nulles de toute matrice a lignes échelonnées obtenue en effectuant des opérations élémentaires sur les
lignes de la matrice des coefficients. (Voir aussi la Proposition 6.9, p. 41.)

5.3. Dimension d’une somme de sous-espaces

5.6. PROPOSITION. Si Vi,...,V, sont des sous-espaces d’un espace vectoriel E, alors une suite
génératrice de Vi + - - -+ V,, s’obtient en jurtaposant des suites génératrices de Vi, ..., V,. St de plus
la somme Vi + - - -+ 'V, est directe, alors une base de Vi, & - - - @® V,, s’obtient en jurtaposant des bases
de Vi, ..., V, ; par conséquent,

dim(Vi @---@V,) =dimVi + - +dim V,,.
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DEMONSTRATION. Soient

(e1,...,€.) une suite génératrice de V7,
(f1,-..,fs) une suite génératrice de V3,
(91,--.,9g¢) une suite génératrice de V.

Il faut prouver que la suite

u:(ela---7eT)f1)"'7fS)"'791)"'7gt)

engendre V) + - -+ V.
Tout vecteur de cette somme s’écrit

T=v1+- -+ Un

ouvy € Vi, vg € Vo, ..., v, €V,. En décomposant chaque v; comme combinaison linéaire de la suite
génératrice donnée de V;, on obtient

v =e1a1 + -+ erQy,

vy = f1B1 4+ -+ fsfBs,

Up = @171 + -+ -+ GtV
d’ou, en additionnant,
r=eror+ e+ fifi o+ ffs oA g+ g

Cela montre que la suite v engendre Vi + - - - + V,, et prouve la premiere partie de 1’énoncé.

Pour prouver la seconde partie, supposons que la somme Vi + --- 4+ V,, soit directe et que les
suites génératrices choisies dans Vi, ..., V,, soient des bases, et montrons que la suite u est une base
de V1 @ --- @ V,. Il suffit de prouver qu’elle est libre, puisque ’on vient de prouver qu’elle engendre
Vi®---®V,. Supposons
(1) ety +- ot epar+ i+ o+ fsBs + -+ gim -+ g = 0.

En rassemblant les termes, on fait apparaitre des vecteurs de Vi, ..., V,, dont la somme est nulle :

(erar 4+ +ear) +(fifi+ -+ fsBs)+- -+ (gam + - +agm) =0.

e eV EVn

Comme la somme de Vi, ..., V, est directe, cette relation entraine

erar + -+ epay = 0,

fiBi+ -4 fsB8s =0,

g1+ -+ gy =0.

Comme par ailleurs les suites (e1,...,er), (fi,---, fs)y --+, (91, --,9:) sont libres (puisque ce sont
des bases de Vi, Va, ..., V,, respectivement), on en déduit

ar=-=a,=0,

pr=-=0s=0,

n= = =0.
Tous les coefficients de la relation de dépendance linéaire (1) sont donc nuls, et la suite u est libre.
C’est donc bien une base de Vi @ -- - ® V,,. O

Lorsque la somme V; + --- + V,, n’est pas directe, il est plus difficile d’en trouver une base. Voici
cependant une indication utile concernant les sommes de deux sous-espaces :

5.7. PROPOSITION. SiV et W sont deuzr sous-espaces de dimension finie d’un espace vectoriel E,
alors V + W est de dimension finie et

dim(V + W) +dim(VNW) =dimV + dim W.
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DEMONSTRATION. Soit (21, ... ,2.) une base de VN W. On prolonge cette suite d’'une part en
base de V, soit (z1,...,2r,v1,...,0s), d’autre part en base (z1,...,2,wi,...,wy) de W. On a
donc dim(V NW) = r, dimV = r + s et dimW = r + ¢t. On se propose de prouver que la suite
(21, s 2y V1, . oo , Vg, W1, ... ,w¢) est une base de V + W. Il en résultera que V + W est de dimension
finie et

dm(V+W)=r+s+t=(r+s)+(r+t)—r=dimV +dimW — dim(V N W),

comme annoncé.

Montrons d’abord que la suite ci-dessus engendre V + W. D’apres la Proposition 5.6, la suite
(215« 3 2y ULy oo e Vg, 215+ -+ 5 Zp, W1, - - . , W), Obtenue en juxtaposant des bases de V et de W, en-
gendre V + W. Or, on a évidemment

SEV(Z1y vy Zpy Uty ooy Ugy 21y e ey Zpy Wy oo v s W) = SEV(Z1,ovv s 2y ULy e v s Ugy W1, -« vy W,

donc la suite (21, ..., 2r,V1,... ,Vs, W1, ... ,w;) engendre V + W.
Montrons pour terminer que cette suite est libre. Supposons avoir trouvé une relation de dépen-
dance linéaire

zion + -+ zpar F 0B+ v s Fwim + -+ weye = 0.

Il s’agit de prouver que tous les coeflicients oy, 3;, & sont nuls. Pour cela, on fait passer dans le
second membre les derniers termes de 1’égalité précédente :

zian + o+ e 0101+ s = — (w1 + - wey).

Comme les vecteurs z; sont dans VW et les v; dans V, le premier membre de cette derniére équation
est dans V' ; cependant, le second membre est dans W puisque les vecteurs wj sont dans W. Des lors,
les deux membres sont dans V NW, et ’on peut écrire le second membre comme combinaison linéaire

de la base (21,...,2,) de VNW :
—(wi1y1 + - weye) = 2161 4 - A 20,

pour certains scalaires 61, ... ,6,.. En rassemblant tous les termes dans un membre, on obtient
2161 + -+ 200, Hwryr + -+ wey = 0,

et Ponentire y =---=6. =7 =---=~v =0, car (21,..., 2, w1, ... ,w) est une suite libre (c’est
méme une base de ). En revenant a la relation de dépendance linéaire dont on est parti, et en tenant
compte de ce que les coefficients 5 sont nuls, on a

z101 + -+ zpap F 0181 4+ -+ vgBs = 0.

Comme (21,...,2r,01,...,0s) est une suite libre (c’est méme une base de V), on en déduit : ay =
:arzﬁlzzﬁgzo O
Exercices

(5.1) Soit V =sev((1,-2,0,3),(2,3,0,1),(2,—-1,2,1)) C R%.
Trouvez une base de V.

(5.2) Soit e3 = (1,2,3,4), e2 = (2,5,10,13), e3 = (1,4,11,18) et e, = (0,1,4,7). Considérons
V = sev(er,ea,e3,e4) C R Sachant que dimV = 3, trouvez une base de V dont les éléments
soient parmi ey, es, €3, e4. A priori, suffit-il de prendre 3 éléments e; au hasard sans effectuer aucune
vérification ?

(5.3) Considérons un espace vectoriel E de dimension n sur un corps K et V un sous-espace vectoriel
de E, de dimension k < n. Soient b = (e1,...,er) et b’ = (€], ... ,¢€}) deux bases de V. On prolonge b
en une base (e1,. .., €, €k+1,- .. ,6,) de E. Lasuite (€], ..., €}, €k+1, ... ,€,) obtenue en prolongeant
b au moyen des mémes éléments est-elle également une base de E ?

(5.4) Soit E un espace vectoriel. Considérons trois vecteurs ey, ea, e3 tels que
dimsev{ey, ez, e3) = 2.
— Est-il vrai qu’il existe 4, j € {1, 2, 3} tels que (e;, ;) soit une base de
sev(eq, e, €3) ?
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— Est-il vrai que, quels que soient 4, j € {1,2,3}, (e;, e;) est une base de
sev{er, ea, e3) 7

(5.5) On considére les matrices

1 4 i 0 10
v=(5 5) v=(37) =(1 %)
Trouvez une base de V = sev(M, N, L) C C?*2 et complétez-la en une base de C2*2.

(5.6) Soit E, un espace vectoriel et V, W C E, des sous-espaces vectoriels. Démontrez que si dim V +
dimW > dim E, alors VN W # {0}.

(5.7) On considere V' et W, deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Soit (eq,...,ey),
une base de V et (f1,..., fin), une base de W.
— Démontrez que (e1,...,¢en, f1,---,fm) est une suite génératrice de V + W.

— Démontrez que si VNW = {0},
alors (e1,...,€n, f1,..., fm) est une base de V¢ W.

— Démontrez que si (e1,...,€n, f1,..., fm) est une base de V 4+ W,
alors VNW = {0}.

— Trouvez un contre-exemple montrant que (e1, ..., en, f1, ..., fm) 0est pas nécessairement une
base de V. + W.

— Une suite dont les éléments sont ceux de l'ensemble {ey,... e } N{f1,..., fm} est-elle une

base de VN W 7 Si non, une telle suite peut-elle étre prolongée en une base de VN W ?

(5.8) Soient Vi = sev{(1,2,3),(4,5,6)) C R3

Vo = sev((0,3,6),(0,9,12)) C R?

Vs sev((0,3,6),(10,11,12)) C R3.
Quelles sont les dimensions de Vi, Vo, V3?7 Vi est-il égal a Vo7 V) est-il égal a V37 Quelle est la
dimension de V; NV, ? Donnez une base de Vi + V3 et de Vo N V3. (Essayez de faire le moins de calculs
possible, en utilisant des arguments de dimension.)

(5.9) Donnez une base de V1 N V4 et de V4 + Vo, ot V] et V4 sont les deux sous-espaces complexes de
C[X]«s suivants :

Vi = {PeCX]q | PO)=2P1)

Vo = {PeCX]e|P(0)=P1)}
(5.10) Donnez une base de V1 NV; et de Vi + Vo, ot V; et Va sont les deux sous-espaces réels de R2%2

suivants :
Vi = {M € R**? | M est antisymétrique}

we((53) (5 3) (i n))

Va



CHAPITRE III
Rang et déterminant

6. Rang de matrices

6.1. Espace des lignes et espace des colonnes

air - Qln
Soit A = : : € K™*™ une matrice quelconque de genre (m,n) sur un corps K,
m1 -+ OGmn
que 'on décompose par lignes :
A1
A =
Ay
et par colonnes :
A:(a»d a*n)-

Chacune des lignes a;« est un n-uple : a;« € K", et on peut considérer le sous-espace de K™ engendré
par ces lignes. Soit
L(A) =sev{as, ..., ,ams) C K"

ce sous-espace, que ’on appelle espace des lignes de A. De méme, on peut considérer I'espace des
colonnes de A, défini par
C(A) = sev(aut, ... ,Gun) C K™.

Le résultat principal de cette section (Théoreme 6.3) indique que ces sous-espaces ont la méme dimen-
sion. Nous commencons par quelques observations préliminaires qui seront aussi utilisées pour établir
un critere d’inversibilité dans la section suivante.

6.1. PROPOSITION. Soient A, B,C des matrices sur un corps K telles que
A = BC,
alors C(A) C C(B) et L(A) C L(C).
DEMONSTRATION. Soient B € K™*" et C' € K™*P, de sorte que A € K™*P. Si I'on effectue le
produit BC' en décomposant B par colonnes, on obtient la matrice A décomposée par colonnes :
1o clp
( a1 0 Gap ):( baa - bin )
Cnl - Cap

Cette égalité donne
n
a*j:ZbM‘Cij pour j=1,...,p,
i=1

ce qui montre que les colonnes de A sont des combinaisons linéaires des colonnes de B et par conséquent
C(A) C C(B).

Si ’on effectue le produit BC' en décomposant C par lignes, on obtient de méme

Q1% bir - bin C1x

A b1 - bmn Cnx

37
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d’olt
n
ai*zzmjcj* pouri=1,...,m,
Jj=1
ce qui montre que les lignes a1y, ... , am« de A sont des combinaisons linéaires des lignes cix, . . . , Cn«
de C dans Despace vectoriel K?, donc L(A) C L(C). O

Cette proposition admet une sorte de réciproque :

6.2. PROPOSITION. Soient A, By, Cy des matrices sur un corps K. On suppose que A est de genre
(m,p), que By est de genre (m,n) et que Cy est de genre (n,p) (pour certains entiers m,n,p).

1. Si C(A) C C(By1), alors il existe une matrice C1 € K™ P telle que

A= B;C;.
2. Si L(A) C L(Cy), alors il existe une matrice By € K™*™ telle que
A= By(Cs.
DEMONSTRATION. Il suffit de parcourir les mémes étapes que dans la démonstration précédente
en sens inverse : si C(A) C C(B1), alors les colonnes a1, . .. , a«p de A sont combinaisons linéaires des
colonnes b1, .. . , by, de By (dans I'espace vectoriel K™), donc on a des relations du type

n
a*jZZb*iCij pourj:l,...,p
i=1

pour certains scalaires ¢;; (i =1,...,n;j=1,...,p). En posant
C1 = (cij) _
1<i<n
1sjisp
on a donc
(a»d a*p):(b»d b*n)cl
c’est-a-dire
A= B(C,.
La deuxiéme partie se démontre de maniere analogue. O

6.3. THEOREME. Soit A une matrice de genre (m,n) sur un corps K. La dimension du sous-
espace vectoriel de K™ engendré par les n colonnes de A est égale a la dimension du sous-espace
vectoriel de K™ engendré par les m lignes de A :

dimC(A) = dim L(A).

DEMONSTRATION. Soit £ = dim £(A) et ¢ = dimC(A). 1l s’agit de prouver : £ = ¢. Il suffit pour
cela de prouver : £ > cet £ < c.

Considérons d’abord une matrice By € K™*¢ dont les ¢ colonnes forment une base de C(A) ; alors
C(A) = C(By), donc la proposition précédente livre une matrice C; € K*" telle que

A= B;C;.
La Proposition 6.1 montre alors que £L(A) C £L(C}), donc ¢ < dim £(C7). Comme la matrice C1 n’a
que ¢ lignes, on a forcément dim £(C7) < ¢ et en combinant les deux inégalités précédentes on obtient
! <e.

Pour démontrer I'inégalité réciproque, on considére une matrice Co € K**™ dont les ¢ lignes forment
une base de £(A4). Comme précédemment, on a alors

A= BQCQ

pour une certaine matrice By € K™*¢ d’ott C(A) C C(By). Comme By n’a que £ colonnes, on en
déduit
c< /.
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On appelle rang d’une matrice A € K™*™ la dimension du sous-espace vectoriel C(A) de K™
engendré par les n colonnes de A ou, ce qui revient au méme d’apres le théoreme précédent, la
dimension du sous-espace vectoriel L(A) de K™ engendré par les m lignes de A. D’apres cette définition,
on a clairement

rang A < min(m, n)
et
rang A = rang A°.

Comme les opérations élémentaires sur une suite de vecteurs ne modifient pas le sous-espace engendré
(Proposition 5.3, p. 30), les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice ne
modifient pas son rang. Par ailleurs, si une matrice est & lignes (resp. colonnes) échelonnées, alors ses
lignes (resp. colonnes) non nulles sont linéairement indépendantes, d’apres la Proposition 5.4 (p. 31),
et forment donc une base de I'espace des lignes (resp. colonnes). Le rang d’une telle matrice est donc
le nombre de ses lignes (resp. colonnes) non nulles. En pratique, il suffit donc d’échelonner les lignes
(ou les colonnes) d’une matrice par des opérations élémentaires pour déterminer son rang.

6.4. PROPOSITION. Soient A, B, C' des matrices sur un corps K telles que A = BC'; alors
rang A < min(rang B, rang C').
DEMONSTRATION. La Proposition 6.1 indique que C(A4) C C(B), donc
rang A < rang B
puisque rang A = dimC(A) et rang B = dimC(B).
De méme, la Proposition 6.1 indique que £(A) C £(C), donc
rang A < rang C.

6.2. Rang et inversibilité

6.5. PROPOSITION. Une matrice A € K™*™ est inversible a gauche (resp. a droite) si et seulement
sirang A =n (resp. rang A =m).

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que A soit inversible & gauche. Il existe alors une matrice

B € K™*™ telle que
BA=1,.
Il résulte alors de la Proposition 6.1 (p. 37) que £L(I,) C L(A). Comme les lignes de I,, forment la
base canonique de K™, I’espace engendré par les lignes de A est K™ tout entier, donc la dimension de
cet espace est n :
rang A = n.

(De maniere équivalente, on peut utiliser la Proposition 6.4 pour obtenir rang I,, < rang A, d’ou
rang A = n puisque rang I,, = n et rang A < n.) Réciproquement, si rang A = n, alors les lignes de A
forment une suite génératrice de K", donc £L(I,,) C L(A). D’apres la Proposition 6.2 (p. 38), on peut
alors trouver une matrice B € K™*™ telle que

BA=1,.
Pour prouver que A est inversible a droite si et seulement si rang A = m, on utilise les mémes arguments
que ci-dessus, mais on raisonne sur les colonnes au lieu des lignes et avec K™ au lieu de K™. On peut
aussi déduire la condition d’inversibilité a droite de la condition d’inversibilité a gauche, en utilisant la

propriété (AB)! = B! A* pour montrer d’abord qu’une matrice est inversible & droite si et seulement
si sa transposée est inversible a gauche. Les détails de cette démonstration sont laissés au lecteur. O

6.6. COROLLAIRE. Toute matrice inversible est carrée. De plus, pour toute matrice carrée A
d’ordre n, les conditions équivalentes du Théoréme 2.8 sont équivalentes a
rang A = n;

c’est-a-dire qu’une matrice carrée est réguliére si et seulement si son rang est €gal a son ordre.
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DEMONSTRATION. Si une matrice A € K™*" est inversible, alors elle est inversible & gauche et &
droite, et la proposition précédente montre que

rang A =m et rang A = n,

d’out m = n et A est donc carrée. De plus, une matrice carrée d’ordre n est inversible si et seulement
si son rang est n. O

6.7. COROLLAIRE. Le rang d’une matrice A € K™*™ est ’ordre de la plus grande sous-matrice
(carrée) réguliére de A.

DEMONSTRATION. Soit 7 = rang A ; on peut donc trouver r lignes de A linéairement indépen-
dantes. La sous-matrice A" de A formée de ces r lignes est alors de genre (r,n) et de rang r. D’apres
la définition du rang d’une matrice, on peut trouver r colonnes de A’ linéairement indépendantes ; la
sous-matrice A” de A’ formée de ces r colonnes est une sous-matrice carrée d’ordre r de A qui est
réguliere puisque son rang est r ; cela prouve que la plus grande sous-matrice réguliere de A est d’ordre
au moins égal au rang de A.

Inversement, si A” est une sous-matrice réguliere d’ordre s de A, alors les lignes et les colonnes
de A” sont linéairement indépendantes. Soit A’ la sous-matrice de genre (s,n) de A qui contient A”.
(La matrice A’ est donc obtenue & partir de A” en lui adjoignant les colonnes de A qui lui manquent).
Comme la matrice A’ contient s colonnes linéairement indépendantes (& savoir celles de A”'), son rang
est s. Ses s lignes sont donc lindairement indépendantes et comme les lignes de A’ sont des lignes de
A, la matrice A est de rang au moins égal a s. Cela montre que le rang de A est au moins égal a
l'ordre de la plus grande sous-matrice réguliere, et acheve la démonstration. a

6.3. Rang et systemes d’équations linéaires

Soit
1121 + -+ G1pTn = bl
Am1T1 + -+ Gy = by
un systeme de m équations linéaires en n inconnues, que I’on peut aussi mettre sous la forme
A-X=D
ou
@11 - Qln
A — . . E K7YLX7L
am1 -+ OGmn
x1
est la matrice des coefficients du systeme, X = : est la colonne des indéterminées et b =
Tn
b1
: est la colonne des termes indépendants. Rappelons encore que la matrice complete du systeme
bﬂ’L
est
a1 - a1 | by
(Alb) _ . . . c Kmx(n—i—l).
Am1 " Gmn | bm

6.8. PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) le systéme A- X = b admet une solution;
(b) rang(Alb) = rang A ;

(c) beC(A).
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En supposant ces conditions satisfaites, la solution du systeme A-X = b est unique si et seulement si
rang A = n, si et seulement si les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

DEMONSTRATION. (a) <= (b) : Soit (A’|b’) une matrice sous forme réduite de Gauss—Jordan
obtenue par des opérations élémentaires sur les lignes de (A4|b). On a vu dans la section 1.4 que la
condition nécessaire et suffisante pour que le systeme A- X = b admette une solution est que la matrice
(A’|V’) ne contienne pas de pivot dans la derniére colonne. Cela revient & dire que le nombre de lignes
non nulles de (A’|b’) doit étre le méme que celui de A’. Comme les matrices A’ et (A’|b’) sont a lignes
échelonnées, le nombre de lignes non nulles de ces matrices est leur rang. Par ailleurs, on a

(%) rang(A’|b") = rang(A|b) et rang A’ = rang A

puisque les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice ne modifient pas son rang. Des lors,
une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme A - X = b admette une solution est :

rang(A|b) = rang A.

(a) <= (c) : En décomposant A par colonnes : A = ( Gsx1 v+ Gan ), le produit A - X prend la
forme

A-X =aax1+ -+ QnThp.

Des lors, il existe x1,...,x, € K tels que A+ X = b si et seulement si b est combinaison linéaire de
Qxly e v o Qyp, Cest-a-dire

b € sev{au, ... ,a.m) = C(A).

Bien que cela ne soit pas indispensable du point de vue logique, on peut aussi démontrer facilement
I’équivalence (b) <= (c) : en effet, vu l'inclusion C(A) C C(A|b), la condition (b) est équivalente & :
C(A) = C(Ab). La Proposition 3.1 montre que cette égalité a lieu si et seulement si b € C(A).

Supposons & présent les conditions (a), (b), (c) satisfaites. Comme au début de la démonstration,
soit (A’|b") une matrice sous forme réduite de Gauss—Jordan obtenue par des opérations élémentaires
sur les lignes de (A|b). D’apres la section 1.4, la solution du systéme A-X = b est unique si et seulement
si la matrice (A’|b") est du type

10 --- 0
o1 --- 0
0 0 1] *
0 0 00
0O 0 --- 010

ce qui revient a dire :
rang(A’|b’) = rang A’ = n.
Des lors, vu les égalités (x), la solution du systéme est unique si et seulement si rang(A4) = n. Comme

n est le nombre de colonnes de A, cette égalité vaut si et seulement si les colonnes de A forment une
base de C(A), c’est-a-dire si et seulement si les colonnes de A sont linéairement indépendantes. a

Systémes homogeénes.

6.9. PROPOSITION. Soit A € K™*". L’ensemble des solutions du systéme homogéne A-X =0
est un sous-espace vectoriel de K™ de dimension n —rang A.

DEMONSTRATION. La Proposition 5.5 (p. 33) montre que la dimension de I’espace des solutions
de A- X =0est n—r, our est le nombre de lignes non nulles d’une matrice U sous forme réduite
de Gauss—Jordan obtenue en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de A. Comme la
matrice U est a lignes échelonnées, on a r = rangU, et comme les opérations élémentaires sur les
lignes d’une matrice ne modifient pas son rang, on a rang A = rang U. O
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Exercices

(6.1) Calculez le rang de la matrice suivante :

2 -3 -5

-1 4 5

A= 1 -3 -4

2 8 6

3 5 2

(6.2) Calculez le rang de la matrice

1 2 3 4

2 5 10 13

A=l 141 u

01 4 9

Trouvez une sous-matrice de A, carrée et réguliere, et dont ’ordre soit égal au rang de A.
Mémes questions pour les matrices

0 01 00 —1
1 00 00 0

1 i 3 —i
) . 0 -1 0 02 0
legf_lz. e C=l4y o1 00 o0
! 0 00 -1 0 0
0O 00 01 0

(6.3) Calculez le rang de la matrice suivante, en fonction de la valeur de m € R :

2 m 2
A= m-2 -3/2 -1
2m  2(m+1) m+1

(6.4) (pour aller plus loin) Soient A € K™*" et B € K"**. Montrez que si A- B = 0, alors
rang A + rang B < n. (Indication : inspirez-vous de la proposition 6.9, page 41.)

7. Déterminant des matrices carrées

A chaque matrice carrée A sur un corps K, on se propose d’associer un élément de K, appelé
déterminant de A et noté dét A. Il est facile de définir le déterminant des matrices d’ordre 1 ou 2 : on
pose

dét (a) = a pour a € K
et

dét((i Z)zad—bc pour a,b,c,d € K;
mais les formules explicites qui permettent de définir le déterminant d’une matrice d’ordre n de-
viennent rapidement tres compliquées lorsque n augmente. Cependant, le déterminant possede un
certain nombre de propriétés remarquables qui sont indépendantes de I’ordre des matrices considérées,
et qui font son importance. Un petit nombre (en fait, trois) de ces propriétés permettent méme de
caractériser le déterminant. Des lors, nous procederons comme suit :

1. nous définirons le déterminant par ses propriétés caractéristiques ;

2. nous montrerons [’'unicité de la fonction satisfaisant ces propriétés (en supposant qu’il en existe
une) ;

3. nous établirons [’existence d’une telle fonction.
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7.1. Propriétés

Soit n un entier > 1 et K un corps quelconque. Dans cette section, les matrices carrées d’ordre
n sont systématiquement décomposées par lignes : pour A = (ai;)1<i,j<n, On considére A comme un
n-uple de lignes :

Q1 x

Qpx
oﬁai*z( a1+ Qin )pouri:l,...,n.
Le déterminant est I'unique application
dét: K" — K

possédant les propriétés suivantes :

(dét.1): Pour tout i =1,...,7m et POUT Glu,. .-, Gim1u, Giglay - -+ Anu, T, Y € K™ et a, B € K,
A1 a1« a1«
Ai—1x Qj—1% Aj—1x
dét | ar+ Py | =adét T + B dét Y
Q41 Q1% Q1%
(7 7 Ay

On exprime cette propriété en disant que dét est une fonction linéaire (ou qu’il dépend de
maniére linéaire) des lignes de la matrice.

(dét.2): dét est une fonction alternée des lignes, c’est-a-dire que le déterminant d’une matrice

ayant deux lignes identiques est nul : si a;« = a;. pour certains indices i # j, alors

Q1 x
Qjx

at | | =o.

aj*

Ay

(dét.3):
dét I, = 1.

Ni Dexistence, ni I'unicité d’une telle application ne sont évidentes pour n > 2. Afin d’en préparer
la démonstration, on peut déja observer que les propriétés ci-dessus suffisent a déterminer le com-
portement du déterminant lorsque la matrice est transformée par des opérations élémentaires sur les
lignes.

7.1. PROPOSITION. Supposons qu’il existe une application §: K™*™ — K possédant les propriétés
(dét.1) et (dét.2) ci-dessus.
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(I) La valeur de 6 ne change pas lorsqu’on remplace une ligne par la somme de celle-ci et d’un
multiple d’une autre ligne :

A1 a1
Qjx + )\a_]* (7
6 : =6
Qg Qg
Qo x Ay

(I1) La valeur de 6 change de signe lorsqu’on échange deuz lignes :

Q1% a1

(07 Qg
o =0

aj* (07

Ay 5 Ay 5

(II1) La valeur de & est multipliée par A € K lorsqu’on multiplie une ligne par \ :

A1 % a1
(S )\ai* = )\(S 07

Ak Qs

DEMONSTRATION. (I) : En utilisant la linéarité de 6 suivant la i-éme ligne, on trouve

A1 a1« a1«
Qjx + )\a/_]* (7 a/j*
§ : —s| : |+xs
Qg Qjx Qg%
7 (7 (7

Le deuxiéme terme du second membre est nul vu que la ligne a;, y apparait deux fois.
(IT) : Comme § est une fonction alternée des lignes, la matrice dont la i-eéme et la j-éme lignes sont
égales a a;« + a;, annule 0 :

a7«
Qjx + a/j*

Qjx + a/j*

Ay
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On peut utiliser la linéarité de ¢ suivant la i-eme et la j-éme ligne pour développer le premier membre :

Qa1 a1 a1x a1x a1x
Qjx + a/j* Qjx Qjx a/j* a/j*
5 : =5 +6 +6 +6
Qjx + a/j* Qjx a/j* A% a/j*
Ay Ay Qo Ay Qo

Dans le membre de droite, les deux termes extrémes sont nuls car 6 est une fonction alternée. En
faisant disparaitre les termes nuls, il reste

A1 a1x
(07 Qg
0=2¢ +6 ,
Qjx Qi
Ay (7
ce qui établit la propriété (II).
Enfin, la propriété (III) résulte directement de la linéarité de é suivant la i-éme ligne. O

On peut a présent démontrer I'unicité du déterminant :

7.2. PROPOSITION. Si6,6: K™*™ — K sont deux applications satisfaisant les propriétés (dét.1),
(dét.2) et (dét.3), alors 6 = §&'.

DEMONSTRATION. Soit A € K™*" et soit U € K™*™ une matrice sous forme réduite de Gauss—
Jordan obtenue par des opérations élémentaires sur les lignes de A. Supposons avoir fait, pour passer
de A & U, un nombre r d’opérations élémentaires de type II et un nombre s d’opérations élémentaires

de type III, de facteurs Aq, ... ,As (et un certain nombre d’opérations élémentaires de type I). D’apres
la Proposition 7.1, on a alors
(%) S(U)=(=1)" A ... X 6(A) et S(U)=(=1)"A... X8 (A).

Or, lamatrice U est une matrice carrée sous forme réduite de Gauss—Jordan. Comme observé précédem-
ment (juste avant le Théoréme 2.8), on a alors I'alternative

soit U = I,,

soit la derniere ligne de U est nulle.
Dans le premier cas, on a 6(U) =1 = §'(U) d’apres la propriété (dét.3), d’ott, vu les équations (x),

§(A) = (—1)"(\1... xe) = 8(A).

Dans le second cas, on a §(U) = 0 = §'(U) d’apres la Proposition 7.1 (utiliser la partie (1I1) avec
A =0). Les équations (x) donnent alors

Dans tous les cas, on a bien 6(A4) = §'(A). O

La proposition précédente montre que les conditions (dét.1), (dét.2) et (dét.3) suffisent & caractériser
de maniere unique le déterminant. Cependant, a ce stade, il n’est pas clair que le déterminant existe,
c’est-a-dire qu’il y a bien une fonction satisfaisant les conditions (dét.1), (dét.2) et (dét.3) (sauf pour
n =1 ou 2, ou I'on a donné une formule explicite). Nous différons la démonstration de I’existence du
déterminant & la section suivante. Nous la supposons acquise pour la suite de la présente section, ou
nous nous proposons de tirer des conséquences de 1'unicité prouvée ci-dessus.
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Pour commencer, remarquons que la démonstration précédente donne une manieére explicite de
calculer dét A. Comme le rang d’une matrice ne change pas lorsque 'on effectue des opérations
élémentaires, on a rang A = rangU, donc le cas U = I, correspond a : rang A = n et le cas ou
la derniere ligne de U est nulle est celui ou rang A < n. Avec les notations précédentes, on a donc

dét A — (=1)"(Ar .- -)\s)_l(7é 0) sirangA=n
10 si rang A < n.

Cette formule ne peut cependant pas servir de définition au déterminant de A, car les opérations
élémentaires qui permettent de transformer A en U(= I,,) ne sont pas déterminées de maniére unique.

7.3. PROPOSITION. Pour A, B € K"*",

1. détA # 0 si et seulement si A est réguliére.

2. dét(AB) = dét A dét B.

3. détAt = dét A.

DEMONSTRATION. La premieére partie découle des remarques ci-dessus sur la maniére de calculer

le déterminant.
(2). Si rang A < n, alors la Proposition 6.4 montre que rang(AB) < n. Dans ce cas, on a donc

dét A = dét (AB) =0,
et la relation dét (AB) = dét Adét B est satisfaite.

Supposons rang A = n. La matrice réduite de Gauss—Jordan U obtenue par des opérations
élémentaires sur les lignes de A est alors [,,. Soient Fi, ..., F; les matrices élémentaires correspon-
dantes, parmi lesquelles on compte r matrices élémentaires de type Il et s matrices élémentaires de
type III, de facteurs A1, ..., As. On a, d’apres la Proposition 2.6,

Ey.. BE;A=U =1,
donc
(1) A=E;" . E!
et

AB=FE;{'...E;'B.
Comme I'inverse d’une matrice élémentaire est une matrice élémentaire de méme type (mais de facteur
inverse, en ce qui concerne le type III), I’égalité précédente montre que la matrice AB est obtenue en
effectuant les opérations élémentaires qui correspondent a £, Lo BT ! sur les lignes de B. Parmi
ces opérations élémentaires, on compte r opérations de type II et s opérations de type I1I, de facteurs
)\1_1, ..., A7 ! (et un certain nombre d’opérations élémentaires de type I). Comme U'effet d’une opération
élémentaire sur le déterminant a été déterminé dans la Proposition 7.1, on en déduit

dét (AB) = (=1)" A1 ... A\t dét B.
Or, les observations précédentes sur le calcul de dét A donnent
dét A= (—1)"A\; gk

La relation (2) est donc démontrée.
(3). Si rang A < n, alors rang A* < n puisque rang A* = rang A. Dans ce cas, on a

dét A =0=dét A"

Si rang A = n, alors d’apres le Théoréme 2.8 ou ’équation (1) ci-dessus, A est un produit de matrices
élémentaires. Soit

A=F ... F
ou Fi,..., Fy sont des matrices élémentaires. En transposant les deux membres de cette égalité, on
trouve
A= F! L

La propriété de multiplicativité du déterminant (c’est-a-dire la deuxieéme partie de 1’énoncé) démontrée
ci-dessus donne alors

dét A=dét Fy...dét F, et dét A" =dét Ff...dét FY.
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Il suffit donc d’établir : dét F; = dét F} pour tout i. Rappelons pour cela que toute matrice élémentaire
est obtenue en effectuant une opération élémentaire sur les lignes de la matrice unité. Comme la matrice
unité est de déterminant 1, on déduit de la Proposition 7.1 (p. 43)
1 si F; est de type I,
dét F; = ¢ —1 si F; est de type II,
A si F; est de type 111, de facteur A.

Or, la transposée d’une matrice élémentaire est une matrice élémentaire de méme type (et de méme
facteur, en ce qui concerne le type III), donc dét F; = dét F} pour tout i. O

Comme le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée, toute propriété du
déterminant établie pour les lignes des matrices vaut également pour les colonnes; en particulier, les
propriétés (dét.1) et (dét.2) sont également vraies pour les colonnes.

7.4. COROLLAIRE. Pour A, B € K™*™ avec A réguliére,

1. dét(A™Y) = (détA)~1L.

2. dét(ABA™Y) = dét B.

DEMONSTRATION. D’apres la multiplicativité du déterminant démontrée ci-dessus, on a

dét Adét (A™1) =dét (AA™Y) =dét T, =1,
ce qui prouve la premiere partie. De méme, on a
dét (ABA™') = dét Adét B (dét A)~L.

Comme les déterminants sont des éléments de K, leur produit est commutatif, donc on peut simplifier
le premier facteur du second membre avec le dernier. O

7.2. Existence du déterminant

Développement en mineurs. Démontrer ’existence du déterminant consiste a prouver ’existence
pour tout entier n > 1 d’une fonction de K™*™ vers K satisfaisant les conditions (dét.1), (dét.2) et
(dét.3). Dans cette section, on définit une telle fonction! par induction sur n : on suppose que le
déterminant des matrices d’ordre n — 1 est définie et on l'utilise pour définir le déterminant des
matrices d’ordre n. Comme pour les matrices d’ordre 1 le déterminant est défini :

dét (a) = a,
la définition ci-dessous donne successivement le déterminant des matrices d’ordre 2,3,4, etc.

Fixons un entier n > 2 et supposons avoir défini le déterminant des matrices d’ordre n — 1. Soit

A € K™*™ une matrice carrée d’ordre n. Pour 4,j = 1,...,n, on note A;; la matrice d’ordre n — 1
obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne de A.
Pour £k =1,...,n, on pose

n
8k(A) = (=1)Fag dét Ag.
=1
7.5. PROPOSITION. Pour k = 1,...,n, les fonctions 6,: K™*™ — K satisfont les conditions
(dét.1), (dét.2) et (dét.3). Ces fonctions sont donc toutes égales et définissent le déterminant des
matrices d’ordre n.

DEMONSTRATION. (dét.1) : Montrons que 8, est linéaire suivant la i-éme ligne de A. Considérons
pour cela tous les termes
(—1)e+ka4k dét Ayy.
Si i # £, alors agr, ne dépend pas de la i-eme ligne, et dét Ay est linéaire suivant cette ligne. Sii =/,
alors agr, dépend linéairement de la i-eme ligne et dét Ay, n’en dépend pas. Dans tous les cas le produit
(—=1)***ap, dét Ay, dépend linéairement de la i-eme ligne de A; il en est donc de méme de 6.

1En fait, on en définit n. D’apres I'unicité du déterminant démontrée dans la section précédente, toutes ces fonctions
sont égales.



7. DETERMINANT DES MATRICES CARREES 48

(dét.2) : Montrons d’abord que 8;(A) = 0 si A contient deux lignes consécutives identiques, soit
G;x = Gi+1%. Les matrices Ay, contiennent alors deux lignes identiques pour ¢ # 4,7 4+ 1, donc les
termes d’indice £ # 4,7 + 1 sont nuls. Il reste

or(A) = (1) Fay dét Ay, + (=1 a g dét gy g

Comme la i-éme et la (¢ + 1)-e¢me lignes de A sont identiques, on a a;; = ;41,5 €t A = Ajy1 k, donc
les deux termes du second membre s’annulent et 65 (A) = 0.

Le méme raisonnement que dans la Proposition 7.1 montre alors que ¢ change de signe quand
on permute deux lignes consécutives de A.

Supposons enfin que A contienne deux lignes identiques : a;« = ;s pour certains indices i # m.
Par des échanges de lignes consécutives, on peut amener les lignes identiques a étre consécutives ; alors
O s’annule, comme on 1’a vu ci-dessus. Or, des échanges de lignes consécutives ne changent au plus
que le signe de 6, donc 6 (A) = 0.

(dét.3) : Comme toutes les entrées de la k-éme colonne de I,, sont nulles sauf la k-éme qui est égale &
1, seul le terme d’indice k de la somme 6 (I,,) subsiste :

ou(Ly) = (=) F1dét 1, = 1.

7.6. COROLLAIRE. Soit A = (a;j)1<i,j<n € K™ ™.
1. Développement du déterminant suivant la j-éme colonne :
pour tout j =1,...,n,

n
détA =" (=1)Vay; dét Ay;.
£=1

2. Développement du déterminant suivant la i-eme ligne :
pour touti=1,...,n,

n
détA =" (—1)"Fay dét Ay.
k=1

3. Pouri,j=1,...,n aveci # j,
n
0= Z(—l)j—i_kaik détAjk.
k=1
4. Pouri,j=1,...,n aveci # j,
n
0= (=1)FTiay; dét Ay
k=1
DEMONSTRATION. (1). Le second membre est ¢;(A). La relation (1) est donc une conséquence
directe de la proposition précédente.
(2). Le second membre est §;(A?). La relation (2) résulte donc de la relation (1) et de la propriété
dét A = dét A"
(3). Soit A’ € K™*™ la matrice obtenue en remplagant dans A la j-éme ligne par la i-eéme :

A1 Q1%

Qjx Qjx
si A= : , alors A =

aj* 07

Anx Qnx
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Comme la matrice A’ a deux lignes identiques, son déterminant est nul. Cependant, en appliquant la
formule de développement du déterminant suivant la j-éme ligne on trouve
n
dét A’ = "(=1)7 T a), dét Al
k=1

Or, a;k = q; et A;-k = Aji, d’ou la formule (3).

La formule (4) s’établit en appliquant la formule (3) & la matrice transposée A’ ou en développant
suivant la i-éme colonne le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la i-eme colonne de A
par la j-eme. O

L’expression (—1)"7dét A;; qui apparait dans les développements du déterminant est appelée cofac-
teur d’indices i, j de la matrice A. La matrice
cof A = ((—1)i+jdét Aij)1<i7j<n
est appelée matrice des cofacteurs de A.
7.7. COROLLAIRE. Pour toute matrice A € K"*",
A-(cof A) = (cof A)' - A= détA-1I,.
DEMONSTRATION. L’élément d’indices 4, j de la matrice produit A - (cof A)? est

n
Z Ak (—1)j+kdét Ajk.
k=1

Si i #£ j cette somme est nulle d’apres la troisieme formule ci-dessus; si ¢ = j elle vaut dét A d’apres
le développement du déterminant de A suivant la i-eme ligne. Dés lors, le produit A - (cof A)? est une
matrice diagonale, tous les éléments diagonaux étant égaux a dét A :

A-(cof A)t =dét A-I,.

On raisonne de méme pour établir 1'égalité (cof A)! - A = dét A - I,,, en utilisant la quatriéme formule
du corollaire précédent et le développement de dét A suivant la j-eme colonne. O

D’apres ce corollaire, I'inverse de toute matrice carrée réguliére est donné par
A~ = (dét A)~t - (cof A)".

Etant donné le nombre d’opérations nécessaires pour calculer le déterminant d’une matrice, cette
formule n’est cependant utile que d’un point de vue théorique, ou pour calculer I’inverse d’une matrice
d’ordre petit ou ayant des propriétés particulieres.

On peut aussi I'utiliser pour obtenir une formule donnant la solution d’un systeme de n équations
en n inconnues, lorsque la matrice des coeflicients est réguliere :

7.8. COROLLAIRE (Cramer). Soit A-X = b un systéme de n équations algébriques linéaires en n
inconnues. Pour i = 1,...,n, on désigne par B; la matrice carrée d’ordre n obtenue en remplacant
la i-éme colonne de A par la colonne b des termes indépendants. St A est réguliére, alors la valeur de
la i-éme inconnue x; est donnée par

_ détbB;
T e A
DEMONSTRATION. En développant dét B; suivant la i-éme colonne, on trouve
n
dét B; = > (—1)""Fby dét (B;)
k=1
n

= ) (—1)""Fbg dét Ay,
k=1

Ce calcul montre que dét B; est aussi la i-éme ligne de la matrice-colonne (cof A)! - b. Or, si A est
réguliere, on tire de A- X =b

X=A"1.b=(dét A)~" - (cof A)" -b.



7. DETERMINANT DES MATRICES CARREES 50

Formule explicite. En utilisant systématiquement la propriété de linéarité du déterminant suivant
chaque ligne, on se propose de donner une formule explicite pour le déterminant d’une matrice carrée
d’ordre n.

Soit A = (aij)1<i,j<n € K™ une matrice carrée d’ordre n, que I’on décompose par lignes :

Qa1
A=
Qpx
Décomposons la premiére ligne comme combinaison linéaire de la base canonique (¢, ... ,¢,) de K™ :
a1x = ( a1 - Qip ) =a11c1 + -+ aipCp-

Comme le déterminant est linéaire suivant la premiere ligne, on en déduit

C1 C2 Cn
, , A2x , A2 3 a9«
détA = aq1dét . + a9 dét . + -+ a1, dét

Ay Ay Qpyx

Ciy

n , A2

= a4, dét
11=1
Qo

Décomposons ensuite la deuxieme ligne :
n
Q2% = G21C1 + * -+ A2pCn = g 42, Ciq-
19=1

Comme le déterminant est linéaire suivant la deuxieme ligne, on obtient

Ciy
Ciy c
i
’ a2* " 7’ ’
dét i = E agi, dét | 3« ||
. io=1 :
7
Qo
d’ou
Ciy
n Ciy
oA Z 4 a
dét A = A14, 24, dét 3x
11,i2=1 .
7
En décomposant de méme chaque ligne de A, on obtient
n c’il
(i) dét A = E 14y - - - Ang, dét
i1,0e0 500 =1 ci,
Si deux des indices 41, . .. , i, prennent la méme valeur, alors la suite ¢;,, ... ,¢;, contient deux fois le
méme vecteur, donc
Ciy
dét : =0.
Ci,
Si tous les indices i1, ... ,4, prennent des valeurs différentes, alors

(i1, .. i} ={1,...,n}
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et la suite ¢ = (i1,...,4,) est une permutation de (1,...,n). Par un certain nombre s d’opérations
de type IT (échanges de deux vecteurs), les vecteurs de la suite (¢;,, - .., ¢;, ) peuvent étre rangés dans
lordre naturel (cq,. .. ,¢,). D’apres la Proposition 7.1, on a alors
Ciy Cc1
dét : = (—1)°dét :
Ci,, Cn
et comme
c 1 0 0
! 0 1 0
= : - In;
n 00 1
on en déduit
Ciy
dét |+ | =(-1)".
Ci,
Le nombre (—1)® est appelé signature de la permutation ¢ = (i1,...,4,); on le note sgni. On a donc
sgni = +1, et plus précisément sgni = 1 (resp. sgni = —1) si la suite (41,...,4,) peut étre rangée
dans V'ordre naturel par un nombre pair (resp. impair) d’échanges de deux éléments. Par exemple,
sgn(1,...,n) =1 puisque (1,...,n) est dans l'ordre naturel.

En revenant & la relation (1), on obtient la formule explicite suivante pour le déterminant de A :

dét A = E Sgni Q13y -« - Qng,,
%

ou i = (i1,...,4,) parcourt 'ensemble des permutations de (1,...,n).

Cette formule est surtout utilisable pour n = 2 ou 3. Pour n = 2, on a sgn(1,2) = 1 et sgn(2,1) =

—1 car il suffit d’échanger 1 et 2 pour revenir a ’ordre naturel. Dés lors,
dét A = a11a09 — a12a91.
Pour n=3on a
sgn(2,1,3) =sgn(3,2,1) =sgn(1,3,2) = —1
et
sgn(2,3,1) = 1

car pour passer de (2,3,1) & (1,2, 3) il suffit de deux échanges : par exemple, on échange d’abord 1 et
2, puis 2 et 3. De méme,

sgn(3,1,2) = 1;
donc
dét A = aq1a22a33 + a12623031 + a13a21a32
—a12021033 — 413022031 — @11423032-
Exercices

(7.1) (prérequis) Démontrez que le déterminant d’une matrice est nul si au moins une de ses lignes
est nulle.

(7.2) Calculez le déterminant de

2 3 5 0 1+ 142¢
A= 1 0 1 B = 11— 0 2—3
2 1 0 1—-2¢ 2434 0

Quel est le déterminant de A - B et celui de —A 7 Apres avoir calculé ces deux déterminants, vous y
prendriez-vous de la méme maniere pour calculer le déterminant de A+ A et le déterminant de A+B 7
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(7.3) Calculez le déterminant des deux matrices suivantes, en effectuant le moins de calculs possible :

1 1 1 1

1 a b+c b d

A= 1 b c+a B = ;2 b2 CCQ 22
1 ¢ a+b JERC I

(7.4) Démontrez que le déterminant de toute matrice complexe antisymétrique d’ordre impair est nul.

(7.5) On considére une matrice A € K"*" telle que a;; = 0 si j < n— i. Cela signifie que A est de la
forme

0 RN 0 a1,n

0 s 0 agn-1 a2 n

0 Gn—1,2 . Gn—1,n
Qn,1 - Gn,n

Quel est le déterminant de A?



CHAPITRE 1V
Applications linéaires

8. Notions fondamentales
8.1. Définition

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K. Une application A: E — F est dite
linéaire si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. A(x+y) = A(x) + A(y) pour z,y € E.
2. A(za) = A(x)apour z € Eet a € K.

De maniere équivalente, ’application A est linéaire si
Alza +yB) = A(z)a + A(y)B

pour z,y € E et a,3 € K. Plus généralement, on a alors A(Y ., wia;) = >, A(w;)a; pour tout
ensemble fini d’indices 1.

Une vérification directe montre que ’ensemble des applications linéaires de ' dans F' est un sous-
espace vectoriel de ’espace de toutes les applications de FF dans F' et que, de plus, la composée de
deux applications linéaires est linéaire.

Une terminologie particuliere s’attache a certains types d’applications linéaires : les applications
linéaires A: E — FE sont appelées opérateurs linéaires sur E, ou parfois aussi endomorphismes de E.
Les applications linéaires injectives (resp. surjectives) sont parfois appelées monomorphismes (resp.
épimorphismes) et les applications linéaires bijectives sont appelées isomorphismes (d’espaces vecto-
riels). Enfin, les endomorphismes bijectifs sont appelés autornorphismes.

La notion suivante est étroitement liée a celle d’application linéaire : une équation linéaire est une

équation de la forme
AX)=1b

ou A: E — F est une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et F', et b € F'. Résoudre cette
équation consiste a trouver tous les vecteurs x € E qui sont envoyés sur b par A. Une telle équation
satisfait le principe de superposition des solutions : si x1,x2 € E sont solutions de A(X) = by et
A(X) = by respectivement, alors pour ap,as € K le vecteur ajxy + asxo € E est solution de
A(X) = a1by + asbs. Ce principe de superposition des solutions n’est en effet quune reformulation
de 'hypothese que A est linéaire.

8.2. Exemples
A) Toute matrice A de genre (m,n) sur un corps K définit une application linéaire A: K" — K™
par A(x) = A-x. Pour b € K™, le systeme d’équations algébriques linéaires
A-X=b

peut alors aussi s’écrire

A(X) =
c’est donc un cas particulier d’équation linéaire.
B) La dérivation est une application linéaire D: C?(]a,b[; R) — C*~!(]a,b[; R).
Plus généralement, si ai,...,a, € C (]a, bl; R) sont des applications continues sur un in-
tervalle Ja, b[C R, on peut définir une application linéaire

A: C’"(]a, b[;R) — C’(]a, b[;R)

53
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par
A=D"4+a: D" '+ -4 an_1D +a,l,
c’est-a-dire
A(y) = y(n) + aly(n_l) + -+ an—ly/ + any
pour y € C" (]a, bl; R). Pour toute fonction f € C' (]a, bl; R), I’équation différentielle ordinaire

y(") + a/ly("_l) + e _|_ a/n_ly/ —|— any = f
est donc un exemple d’équation linéaire.
C) L’évaluation des polynoémes en un point a € K est une application linéaire v,: K[X] — K
définie par v,(P) = P(a) pour P € K[X].
Plus généralement, étant donnés n éléments a1, ... ,a, € K, on peut définir une application
linéaire A: K[X] — K" par
A(P) = (P(a1),...,Plan))-
Résoudre ’équation linéaire A(P) = (b1, ..., b,) revient & déterminer tous les polynémes P €
K[X] qui prennent en chaque a; la valeur b;.

D) Dans l’espace usuel Ep, les transformations de symétrie par rapport & O ou par rapport & un
plan passant par O, les projections sur un plan passant par O parallelement a une direction
donnée, les rotations dont ’axe passe par O sont des transformations linéaires. Par contre, les
transformations de symétrie par rapport a un point autre que O, les rotations dont I’axe ne
passe pas par O ne sont pas linéaires.

En relation avec le premier exemple ci-dessus, on peut déterminer toutes les applications linéaires de
K" vers K™ :

8.1. PROPOSITION. Toute application linéaire L: K™ — K™ est de la forme L = A pour une
certaine matrice A € K™*",

DEMONSTRATION. A toute application linéaire L: K™ — K™, on associe la matrice A € K™*"
dont les colonnes sont les images des vecteurs de la base canonique de K™ :

A= (L(c1),...,L(cy)) € K™,

aij T
Si L(cj) = : , alors pour tout x = : =c1x1 4+ cnxn € K™, on a
Amj Tn
ai A1n
L(x) = L(cy)xy + -+ Licp)xn = X1+ e+ Tn=A-1.
am1 Amn
Dés lors, application linéaire A associée & la matrice A est bien la méme que L. O

8.3. Noyau et image

A toute application linéaire A: E — F', on fait correspondre un sous-espace vectoriel de E appelé
noyau de A, défini par
Ker A={z € E | A(z) =0}
et un sous-espace vectoriel de F' appelé image de A, défini par
Im A={A(x) e F |z € E}
ou, de maniere équivalente, par
Im A={ye F |3z e E tel que A(z) = y}.

Le fait que ces ensembles sont bien des sous-espaces vectoriels de E et de F' respectivement résulte
d’une simple vérification. (Pour voir que 0 € Ker A, c’est-a-dire que A(0) = 0, il suffit de remplacer «
par 0 dans la relation A(za) = A(x)a.)
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8.2. PROPOSITION. Une application A: E — F est injective si et seulement si Ker A = {0} ; elle
est surjective si et seulement si Im A = F.

DEMONSTRATION. Si A est injective, alors seul le vecteur nul de E peut étre envoyé sur le vecteur
nul de F', donc Ker A = {0}. Réciproquement, supposons que Ker A = {0} et que z1,22 € E ont la
méme image dans F :

Alwr) = Az2);
alors A(z1 — z2) = 0, donc ;1 — 22 € Ker A. Comme Ker A = {0}, cela entraine 21 — 29 = 0, donc
r1 = To. La deuxieme partie de I’énoncé résulte directement des définitions. O

Le noyau et I'image ont une interprétation naturelle en termes d’équations linéaires. En effet,
Ker A est ensemble des solutions de ’équation linéaire homogene A(x) = 0, tandis que Im A est
Iensemble des seconds membres b € F pour lesquels I'équation A(X) = b admet une solution. En
particulier, I'équation A(X) = b admet une solution si et seulement si b € Im A. La structure de
I’ensemble des solutions est donnée par la proposition suivante :

8.3. PROPOSITION. Soit A: E — F une application linéaire et b € F. Supposons que l’équation
linéaire A(X) = b admette u € E comme solution. L’ensemble des solutions de cette équation est alors
l’ensemble

u+KerA={u+v|veKerA}.

DEMONSTRATION. Pour tout v € Ker 4, on a A(u+v) = A(u) + A(v) = b+ 0, donc tout élément
de u + Ker A est solution de A(X) = b. Inversement, si s est solution de A(X) = b, alors
Als) = b= A(u),
donc s—u€KerAet s=u+(s—u) €u+ KerA. O

Etant donné une solution particulidre u € E de équation A(X) = b, on obtient donc la solution
générale de cette équation sous la forme

U+ tiay + -+t ay,

ou ty,...,t, est une base de Ker A (supposé de dimension finie) et a1,...,a, sont des scalaires
arbitraires. En particulier, si A est injective, alors toute équation A(X) = b admet au plus une
solution. (Elle en admet exactement une lorsque b € Im A, elle n’en admet pas si b ¢ Im A.)

Pour faire le lien entre le point de vue abstrait des applications linéaires et les résultats des
premiers chapitres, considérons le cas particulier ou I’application linéaire est associée a une matrice :
soit A € K™*™ et A: K™ — K™ ’application linéaire définie par

Alx)=A-z.
Par définition, .
KerA={ze K" | A -2 =0},
donc le noyau de A est I'espace des solutions du systéme d’équations linéaires homogenes
A-X =0.
De méme, par définition,
ImA={be K™|3zc K" tel que A-zx = b},
donc I'image de A est ensemble des seconds membres b € K™ pour lesquels le systeme d’équations
A-X=0D
admet une solution. En effectuant le produit A - X apres avoir décomposé A par colonnes, on obtient
1
A-X=(aa - ) | | | =aaz+ 4 Gnn,
L

donc .
Im A = sev{au, ..., a.m) = C(A)
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est I’espace des colonnes de A. (Voir la Proposition 6.8, p. 40). On a donc
rang A = dimIm A.

La Proposition 6.9 établit une relation entre la dimension de Ker A et celle de Im A. Notre prochain
objectif est d’obtenir une relation du méme type pour des applications linéaires générales.

8.4. Rang et nullité
Le rang d’une application linéaire A: E — F est la dimension de 'image de A :
rang A = dim Im A.
La nullité de A est la dimension du noyau de A :
null A = dim Ker A.

8.4. THEOREME.
rang A+ null A = dim E.

DEMONSTRATION. Quoique 1’énoncé soit vrai également pour les espaces de dimension infinie,
nous supposerons dans cette démonstration que la dimension de E est finie.

Soit (e1, ... ,en) une base de Ker A, que I’on prolonge en base de E, soit (e, ... ,e,). On a donc
null 4 = m et dim E = n. Pour établir le théoréme, on va prouver que (A(emt1),-- ., A(en)) est une
base de Im A. Il en résultera rang A =n —m = dim F — null A, comme annoncé.

Montrons d’abord que la suite (A(emi1),...,A(en)) engendre Im A. Comme cette famille est

constituée d’éléments de Im A, il suffit de prouver que tout vecteur de Im A en est une combinaison
linéaire. Soit y € Im A; on a donc y = A(x) pour un certain vecteur z € E. Exprimons x comme
combinaison linéaire de la base de E ci-dessus :

T=e1a1+ -+ epQnp.

En appliquant A aux deux membres de cette égalité, et en tenant compte de ce que Ae;) = ---
A(en) = 0, puisque e, . .. , e, sont dans le noyau de A, on obtient

Y= A(J:) = A(em+1)am+1 + -+ A(en)an;

ce qui montre que tout vecteur de Im A est bien combinaison linéaire de la suite (A(em“), e, A(en)).
Montrons enfin que cette suite est libre. Soit

A(em+1)ﬁm+1 + -+ A(en)ﬁn =0

une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs de la suite. Il s’agit de prouver que tous les
coefficients (3; sont nuls. Vu la linéarité de A, la relation ci-dessus peut aussi s’écrire

A(@m-',-lﬁm—i-l + -+ enﬁn) = 0;

elle montre alors que le vecteur e,,+18m+1+- - -+ enfBn est dans le noyau de A. On peut donc exprimer
ce vecteur comme combinaison linéaire de la base (e, ..., e,) de Ker A :

€mt+1Pmt1 + -+ enbn =171+ + emm
pour certains scalaires 71, ... ,vm,. En rassemblant tous les termes dans un membre, on trouve
e1(—=y1) + -+ em(=vm) + em+18mt+1 + -+ enfn = 0.
Comme (eq, ... ,e,) est une suite libre (c’est méme une base de E), on tire de la relation précédente

MN="=9Ym=PBmt1 == B =0.
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8.5. COROLLAIRE. Soit A: E — F une application linéaire. On suppose dim E = n et dim F = m
(avec m,n finis). Les conditions (1) & (3) sont équivalentes et, de méme, les conditions (17) a (3’)
sont équivalentes :

(1) A est injective (1) A est surjective
(2) null A=0 2)nudl A=n—m
(3) rang A=n (3’) rang A=m
En particulier, si n = m, alors toutes les conditions ci-dessus sont équivalentes, et sont encore

équivalentes a : A est bijective.
DEMONSTRATION. Du théoréme précédent, on déduit tout de suite la relation
rang A +null A = n,

qui établit I’équivalence de (2) et (3) d’une part et celle de (27) et (3’) d’autre part.

D’apres la Proposition 8.2, la condition (1) est équivalente & Ker A = {0}, et cette derniére
condition est équivalente & (2). De méme, la condition (1’) est équivalente & Im A = F'. Cette derniere
condition est encore équivalente & rang A = dim F', c’est-a-dire & (3’), par la Proposition 5.2 (p. 30). O

Exercices

(8.1) (prérequis) Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K et A: E — F une application
linéaire. Prouvez que A(0) = 0.

(8.2) (prérequis) Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K et A : E — F une
application linéaire. Si z1,...,z, € E et a1,...,a, € K, prouvez par induction sur n > 1 que

AT i) = 300 Alzi)oy.

(8.3) Soit une application linéaire A : R® — R* telle que A(1,1,1) = (1,1,1,3), A(1,1,0) = (1,1,1,2)
et A(1,0,0) = (1,1,1,1). Que vaut A(3,2,1)? Que vaut A(z,y, z) pour un élément (x,y, z) quelconque
de R3?

(8.4) Soit une application linéaire B: R?® — C[X]<2 telle que B(1,0,0) = (1 +14) + (2 — )X +iX?,
B(0,1,0) =i+ (1 +4)X + X? et B(0,0,1) = X + (1 +i)X?2. Que vaut B(a,b,c) pour un élément
(a,b,c) quelconque de R3?

(8.5) Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K. Prouvez que L(E, F'), 'ensemble des
application linéaires E — F est un sous-espace vectoriel de I'espace F(E; F') de toutes les fonctions
EF— F.

(8.6) Soit une application linéaire C: R? — L(R2, R) telle que
(0(1, 0))(1, 0) =2 (0(1, 0))(0, 1) =10
(C(o, 1))(1, 1)=6 (C(o, 1))(0, 1) = 5.
Décrire I'image par C' d’un élément (x,y) quelconque de R2.

(8.7) Démontrez que la composée de deux applications linéaires est encore une application linéaire.

(8.8) (pour aller plus loin) On considére un espace vectoriel E et une application linéaire A :
E — E. On suppose que pour un certain n € N, A" = 0 tandis que A" 1 #£0 (A" =AoAo...0A).
—_—

n fois
Démontrez que A° = I, A, ..., A"~! sont linéairement indépendants dans I’espace L(E, E).

(8.9) Vérifiez que l'opérateur de dérivation C* (]a, bl; R) — Ot (]a, bl; R) est une application linéaire.
(8.10) Soient un corps K et ay,...,a, € K. Démontrez que la fonction
A: K[X] > K": P~ (P(a1),...,P(ay))

est une application linéaire. (Vous pouvez donner une démonstration directe, ou utiliser une générali-
sation de l’exercice 8.17).
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(8.11) Soient E, F, G, H, quatre espaces vectoriels sur un corps K. Démontrez que si A: E — F et
B : G — H sont des applications linéaires, alors ’application

C:ExG—FxH:(eg)— (Ale),B(g))
est une application linéaire (pour la définition de x, voir exercice 3.5).
(8.12)

— Montrez que l'opérateur de conjugaison C — C : z — Z est une application linéaire si C est
considéré comme un espace vectoriel sur R, mais qu’elle ne 1’est plus si C est considéré comme
un espace vectoriel sur C.

— Montrez que I'application A : C2 — C2 : (21, 20) — (21 +iz, 21 — 22) est linéaire si ’on considere
C? comme espace vectoriel sur R, mais qu’elle ne I’est plus si I'on considere C? comme espace
vectoriel sur C.

— Si F: C" — C™ est une application linéaire lorsque 1’on considere C" et C™ comme espaces
vectoriels sur C, alors F sera-t-elle encore linéaire si ’on considere C™ et C™ comme espaces

vectoriels sur R? Et si I’on considere C™ comme espace vectoriel sur C et C™ comme espace
vectoriel sur R ?

(8.13) (prérequis) Soient A et B, deux ensembles quelconques et f : A — B, une fonction; on
suppose que le domaine de f est A (tout point de A a une image). Ecrire des formules mathématiques
qui signifient que (1) f est injective, (2) f est surjective, (3) f est bijective, (4) f n’est pas injective,
(5) f n’est pas surjective.

Qu’est-ce que 'image de f 7
(8.14) (pour aller plus loin) Soient A et B, deux ensembles quelconques, et f : A — B, une
fonction.

Démontrez que si f est injective alors il existe une fonction g : B — A telle que go f = ida (ol
ida est la fonction identité A — A : x +— x).

Démontrez que si f est surjective alors il existe une fonction g : B — A telle que fog =idp.

(8.15) Voici quelques fonctions entre des espaces vectoriels réels. Montrez que ces fonctions sont
linéaires. Calculez-en le noyau et 'image.

- A: F(R;R) = R: f+ f(a), olt a est un réel fixé;

~ B:R* = R?%: (z1, 29, 23, 74) — (71, 73) ;

:C([0,1;R) = R: f '_)/0 f(z)dz
1 C®([-L1[R) — C%([-1,1R) : f — g, o (Vo € [-1,1])(g(x) = zf'(x));
t F(R;R) — F(R;R) : f > g, ot (Vo € R)(g(z) = 3(f(z) — f(=2)));

R* — O%(R;R) : (z1, 22,23, 24) = f,
(Vt € R)(f(t) = z1ett! + zoelt + x3(t + 1)et + x4e!2).

(8.16) Les applications suivantes, entre espaces vectoriels réels, sont-elles linéaires ? Lorsque c’est le
cas, donnez-en le noyau, I'image et le rang.

|
em Mmoo Q

- A:R[X]<2 > R[X]g3: P~ Q, ou (Vzr € R)(Q(z) = z.P(x));

- B:R[X]<2 = R[X]<2: P— Q, ot (Vx € R)(Q(x) = P(x+1));

- C:R[X]<2 = R[X]<s: P Q, ou (Vz € R)(Q(z) = 22.P(x) — P'(x));
-~ D:R? - R?: (z,y)— (x+ 1,y +1);

- E:RZ-R?:(z,9)— Bz+1)—2(y+2)+1,(y—3) +3(x+2) —3);
~ F:R? - R?: (z,y) — (2%, 94%);

-~ G:R?2 = R?%: (z,y) — (%, eY);

i (FRR) - FERE): (0) ~ o

-~ I:R[X]<2 = R¥: P (P(1),P(2), P(3)):
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— J:R[X]<2 = R3: P (P(1), P(1), P(0));
~K=LoD,ouL:R?—=R?: (z,y)— (x+y—2,2v+y—3).
(8.17) Soient E, F,G, des espaces vectoriels sur un corps K, et A: E — F et B: E — G des

applications linéaires. Montrez que 'application C' : E — F x G : ¢ — (A(z), B(x)) est linéaire.
Déterminez Ker C' et Im C'.

(8.18) Soient un espace vectoriel E et deux sous-espaces vectoriels V et W. Si E =V & W, tout
x € E g’écrit de maniere unique comme somme d’un vecteur py (x) € V et d’un vecteur py (z) € W.

— Montrez que les applications py : E — V et py : E — W sont linéaires et surjectives.
— Montrez que Impy = Kerpyw =V et que Impy = Kerpy = W.

(8.19) (pour aller plus loin) Appliquez 'exercice 8.18 pour démontrer la propriété suivante
(réciproque de exercice 8.17). Soient FE, F, G, trois espaces vectoriels sur un corps K et C : E —
F x G, une application linéaire. Si z € E, notons C(z) = (ag,b;). Démontrez que les fonctions
A:E—>F:x—azet B: E— G:x— b, sont des applications linéaires.

(8.20) Avec les notations de la proposition 8.3, page 55, ’ensemble u + Ker A est-il un sous-espace
vectoriel de E?

(8.21) Donnez une autre preuve pour l'exercice 6.4, page 42, en considérant A et B comme des
matrices représentant des applications linéaires.

(8.22) Soient deux espaces vectoriels E et F sur un corps K, et une application linéaire A: F — F.
Démontrez les affirmations suivantes :

— A est injective ssi I'image par A de n’importe quelle suite libre est encore une suite libre.

— A est surjective ssi 'image par A de n’importe quelle suite génératrice de E est une suite
génératrice de F.

9. Construction d’applications linéaires
9.1. Principe de construction

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K. On suppose que E est de dimension
finie.

9.1. THEOREME. Soit (e1,...,e,) une base de E et soit (vi,...,v,) une suite quelconque de
vecteurs de F'. Il existe une et une seule application linéaire A: E — F telle que A(e;) = v; pour tout
i=1,...,n. Cette application satisfait

Im A =sev(vy,...,vn)
et
Ker A = {61371 + -t enTn | V121 + -+ UnTn = 0}

De plus, lapplication A est injective si et seulement si (v1, ... ,vy,) est une suite libre; elle est surjective
si et seulement si (v1,...,vy,) est une suite génératrice et, par conséquent, elle est bijective si et
seulement si la suite (v1,...,vy,) est une base de F.

DEMONSTRATION. Eristence de A : Tout x € E s'écrit d'une et d’une seule maniére comme
combinaison linéaire de la base (eq, ..., ey); soit

T =eT1+ -+ eply.
On définit une application A: E — F en posant
A(r) =viz1 + - + VT

11 est clair que pour Papplication A ainsi définie, on a bien A(e;) = v; pour tout ¢ = 1,... ,n. Il suffit
donc de prouver que A est linéaire. Soient

r=ex1+ - texy e y=ey1 +--+enyn
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des vecteurs de E. On a alors, par définition de A,
A(z) =vix1 + - -+ opz, et A(y) =viyr + - + Unin
et, par ailleurs, pour o, 8 € K,
zat+yB =e(zio+y1f) +- - +en(@no +ynp),

d’ou, toujours par définition de A,

Alza+ypB) = vi(zria +y16) + - - + vp(Tna + ynf3).
Comme

vi(@ia+yf) + -t op(@patynf) = (nan+ A vpzn)a+ (viyr + o+ vayn)B
= A(z)a+ Ay)p,
on a bien A(za+yl) = A(x)a+A(y)B, comme annoncé. Les descriptions de Im A et de Ker A résultent
directement de la définition de A.
Unicité de A : Si B: E — F est une application lindaire telle que B(e;) = v; pour tout i =

1,...,n, alors pour tout t =eyx1 +---+e,z, € Eon a

B(x) = B(e1)x1+ -+ Blen)xn =viz1 + -+ + UnZp-
En comparant avec la définition de ’application A ci-dessus, on voit que B(z) = A(x) pour tout
r € F, donc B = A.

Injectivité de A : D’apres la description de Ker A, on voit tout de suite que A est injective si la
suite (v1,...,v,) est libre, puisqu’alors la relation v1x1 + - - - + vz, = 0 entraine 1 = - - - =z, = 0.
Inversement, si la suite (v1, ... ,v,) n’est pas libre, soit

viay + -+ vpa, =0,

les scalaires ag, . . . , a, n’étant pas tous nuls; alors e;aq + - - - + e, v, €st un vecteur non nul du noyau
de A, donc A n’est pas injective.

Surjectivité de A : Comme Im A = sev(vy,...,v,), on aIm A = F si et seulement si (vy,...,vy,)
est une suite génératrice de F'. O

9.2. Inversibilité des applications linéaires

Le principe de construction de la section précédente permet en particulier de construire des inverses
a gauche ou a droite de certaines applications linéaires.

Une application linéaire A: E — F est inversible a gauche (vesp. inversible d droite) il existe
une application linéaire B: F — FE, appelée inverse de A & gauche (resp. inverse de A a droite), telle
que Bo A = Ig (resp. Ao B = Ir). L’application A est inversible s’il existe une application linéaire
B: F — E, appelée inverse de A, telle que BoA=1Iget AoB = Ip.

Bien entendu, si une application linéaire est inversible, elle est a la fois inversible a gauche et
inversible a droite. Réciproquement, si une application linéaire A est inversible a gauche et a droite,
alors elle est inversible, et elle admet un unique inverse a gauche, qui est aussi 'unique inverse a droite
et donc 'unique inverse. En effet, si 'on a Bo A = Ig et Ao B’ = Ip, alors on peut calculer la
composée B o Ao B’ de deux manieres différentes :

(BoA)oB' =IgoB'=B e Bo(AoB')=Bolr=B
donc B = B’. L’inverse d'une application A (inversible!) est notée A~1.

9.2. PROPOSITION. Pour qu’une application linéaire soit inversible & gauche (resp. a droite), il
faut et il suffit qu’elle soit injective (resp. surjective); pour qu’une application linéaire soit inversible,
il faut et il suffit qu’elle soit bijective.

DEMONSTRATION. Pour la démonstration, nous supposerons que les espaces de départ et d’arrivée
sont de dimension finie, quoique 1’énoncé soit vrai sans cette hypothese. Soit A: E — F une application
linéaire, soit (e, ... ,e,) une base de F et soit v; = A(e;) pour tout i =1,...,n.
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Si A est inversible a gauche, soit B un inverse & gauche de A. Si z, 2’ € F sont tels que A(x) =
A(z'), alors en appliquant B aux deux membres, on trouve Bo A(x) = Bo A(z’) et comme Bo A = Ig
on en déduit z = 2, donc A est injective.

Réciproquement, si A est injective, alors d’apres le théoréme précédent la suite (vq,...,v,) est
libre. Soit (v1,...,vm) (m > n) une base de F' qui prolonge cette suite libre. Le Théoréme 9.1 montre
qu’il existe une application linéaire B: F — E telle que B(v;) = ¢; pour i =1,... ,n et B(v;) =0
pouri=n+1,...,m. On a alors

Bo A(e;) =e; = Ig(e;) pour touti=1,...,n.

Comme une application linéaire est déterminée de maniere unique par les images des vecteurs d’une
base, d’apres le Théoreme 9.1, on a donc Bo A = Ig.

Si A est inversible a droite, soit B un inverse de A a droite. Pour tout y € F', on peut trouver
x € E tel que A(x) =y : il suffit en effet de choisir x = B(y), car alors

A(xr) = Ao B(y) = Ir(y) = y;

cela montre que A est surjective.

Réciproquement, si A est surjective, alors le Théoréme 9.1 montre que la suite (vq,...,v,) est
génératrice ; on peut donc en extraire une base de F. Pour la commodité des notations, supposons
qu'une telle base est formée des premiers vecteurs de la suite, soit (v1,...,vy,) (avec m < n). Le

Théoreme 9.1 montre qu’il existe une application lindaire B: F — F telle que B(v;) = e; pour tout
i=1,...,m. On a alors

Ao B(v;) =v; =Ip(v;) pourtouti=1,...,m,

d’out on conclut comme précédemment que Ao B = Ip. O

Remarquons que la construction des applications inverses a gauche ou a droite ci-dessus fait intervenir
le choix d’une base de F' qui est extraite ou qui prolonge la suite (vi,...,v,). Ce choix n’étant
généralement pas unique, l'inverse a gauche ou a droite d’une application linéaire n’est pas unique, en
général.

Nous pouvons & présent compléter le Corollaire 8.5 (p. 57) de la maniere suivante :

9.3. COROLLAIRE. Soit A: E — F une application linéaire. On suppose dim E = n et dim F = m
(avec m,n finis). Les conditions (1) & (4) sont équivalentes et, de méme, les conditions (17) a (47)
sont équivalentes :

(1) A est injective ") A est surjective
)

(1)
(2) A est inversible ¢ gauche (2’) A est inversible a droite
(3) null A=0 B)null A=n—m

(4) rang A=n (4) rang A=m

En particulier, si n = m, alors toutes les conditions ci-dessus sont équivalentes entre elles, et sont
encore équivalentes a : A est inversible et a : A est bijective.

9.4. COROLLAIRE. Soient E, F deuz espaces vectoriels de dimension finie. S’il existe un isomor-
phisme
A: E— F,

alors dim E = dim F'. Réciproguement, si dim E = dim F', alors il existe un isomorphisme A: E — F.
DEMONSTRATION. Soit dim E = n et dim F' = m, comme dans ’énoncé précédent. S’il existe un

isomorphisme A: E — F', alors de 'injectivité de A il découle : rang A = n et de la surjectivité de A
on tire rang A = m, donc n = m.

Réciproquement, si n =m, soit e = (e1,...,e,) et f = (f1,..., fn) des bases de F et F respecti-
vement. Le principe de construction (Théoréme 9.1) montre I’existence d’une application A: E — F
telle que A(e;) = f; pour tout ¢ = 1,... ,n. Comme f est une base, le méme théoréeme établit la

bijectivité de A, donc A est un isomorphisme. O



9. CONSTRUCTION D’APPLICATIONS LINEAIRES 62

9.3. Représentation matricielle des applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur un méme corps K. Soit e =
(e1,...,e,) une base de E et f = (f1,..., fin) une base de F. A toute application linéaire A: E — F,
on associe une matrice §(A4). € K™*" par

m

A X . i Ales) = A i

£(A)e € (@i9), ., s Aley) =D fia
1<j<n i=1

La j-éme colonne de la matrice f(A)e est donc formée des coordonnées par rapport a la base f de

A(ej), 'image par A du j-eme vecteur de la base e. Comme une application linéaire est déterminée

de maniére unique par les images des vecteurs d’une base, ’application linéaire A est déterminée de

maniére unique par la matrice ;(A). (les bases e et f étant fixées).

Cette matrice permet de calculer les coordonnées de 'image d’un vecteur quelconque de E. En
effet, si :mz:?:l ejz;, alors en appliquant A on obtient A(z) = Z?:l A(ej)z;, d’ol, en substituant
Ales) = 2232y fii g,

Alw) = Y fiaia;

1<i<m
1sjisn

ou encore
m n

A@) =" Fi | D aijz;
i=1 j=1

La i-éme coordonnée de A(x) par rapport a la base f est donc Z?zl a; ;z;. En posant y = A(z) € F,

on a donc
n

Y = E a;jr; pouri=1,...,m.
=1
Cette formule peut aussi s’exprimer par un produit matriciel :

Y1 air1 0 QG1n il

)

Ym m,1 ' OGmmn Tn

En désignant par .(z) (resp. f(y)) la matrice-colonne des coordonnées de x par rapport & la base e
(resp. de y par rapport a la base f), on a donc

[ 1) = (A - e(2) on y=A(x).]
9.5. PROPOSITION. 1. Pour tout scalaire «,
flad)e = a p(A)e.
2. Si A et B sont deux applications linéaires de E vers F,
A+ B)e = j(A)e + j(B)e.

3. Soit g =(g1,--..,9¢) une base d’un troisieme espace vectoriel G. Si A: E — F et B: F — G
sont des applications linéaires,

Q(B 0A)e = g(B)f 'f(A)e-

DEMONSTRATION. Vérifions seulement la derni¢re propriété (les deux autres se vérifient de ma-
niere semblable, quoique plus simple). Soient

A), = (a; t o(B)s = (b
F(A)e (am)lgigm et ¢(B)y = (bi;) 1<i<t
1<j<n 1<j<m

les matrices de A et de B respectivement, de sorte que

m

¢
(*) Alej) = Z fiaij et B(f;) = Zgibi,j-
=1 =1
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En appliquant B aux deux membres de la premiere égalité, et en remplacant ’indice de sommation 4

par k, on trouve
m

BoA(ej) =Y B(fi)ar,;.
k=1

En substituant dans le second membre ’expression de B(fx) que donne la deuxieéme égalité (x), on

obtient
£ m
Bo A(e;) = Z gibikak,; = Zgi (Z bi,kak,j> .
i=1 k=1

1<ige
1<km

Cette derniere égalité montre que la matrice de B o A par rapport aux bases e et g est

g(B o A)e = (Z bi7kak7j> .

k=1
On reconnait dans le deuxiéme membre l’expression de la matrice produit des matrices 4(B); = (b, ;)
et f(A)e = (ai,j), et la démonstration est donc achevée. O

Variante : On peut aussi démontrer la troisieme propriété ci-dessus en utilisant la multiplication par
blocs : comme les colonnes de la matrice f(A). sont les coordonnées de A(e1),. .. , A(e,) par rapport
a la base f, la décomposition de y(A) par colonnes est

f@e=(s(Aler)) - s(Alen)) ).
Des lors, le produit de 4(B)s et s(A)e peut se calculer par blocs :

gB)s - t(A)e=( g(B)y - (Aler)) -+ ¢(B)s-s(Alen)) ).
Or, la formule encadrée ci-dessus montre que pour tout i =1,...,n,
g(B)s - s(Alei)) = g(B o Ales)).
Des lors, les colonnes de la matrice produit 4(B) s« f(A)e sont les coordonnées de BoA(ey), ... , BoA(ey)
par rapport a la base g; cette matrice est donc 4(B o A).. O

Montrons pour terminer que le calcul du rang (ou, ce qui revient au méme, de la nullité) d’une
application linéaire peut se faire par l'intermédiaire de la matrice de ’application par rapport a
n’importe quelles bases :

9.6. PROPOSITION. Soient e et f des bases d’espaces vectoriels E et F' respectivement. Pour toute

application linéaire A: E — F,
rang A = rang ;(A)..

DEMONSTRATION. Comme e = (eq, ... ,e,) est une base de E, les éléments de I'image de A sont

de la forme
Az) = Alerzr + - -+ enty) = Aler)z1 + - - + Aen)xn,
donc
Im A = sev (A(e1), ..., Alen)).

(Cela résulte aussi du Théoreme 9.1). Soit yy: F — K™ l'isomorphisme qui envoie tout vecteur de F
sur ses coordonnées par rapport a la base f. On a

py(ImA) =sev (r(Aler)), .-, r(Alen)));
or, les coordonnées de A(e1), ..., A(e,) par rapport & la base f sont les colonnes de f(A)e, donc
sy(Im A) = C((A)e).

Des lors, ;v établit un isomorphisme entre Im A et I’espace des colonnes de f(A).. Les dimensions de
ces deux espaces sont donc égales, d’apres le Corollaire 9.4 :

dimIm A = dimC(f(A)e),

ce qui établit I’égalité du rang de A et du rang de la matrice ;(A)e (vu comme dimension de I'espace
engendré par les colonnes). O
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9.4. Changements de base

Il est important de remarquer que ce qui précede s’applique également dans le cas ou F = F, et
ou A = Iy est l'identité sur F. Si les bases e et f sont les mémes, alors un simple calcul montre que
I'on obtient la matrice unité :

e(IE)e = In;
cependant, si f # e, alors la matrice f(Ig)e n’est pas la matrice unité; c’est la matrice dont la j-éme
colonne est formée des coordonnées du vecteur e; (= Ig(e;)) par rapport a la base f. Cette matrice
permet de contrdler les changements de base, de la maniére suivante : si y(x) et ((z) désignent les
matrices-colonnes des coordonnées d’'un méme vecteur x € E par rapport aux bases f et e respective-
ment, alors la formule encadrée plus haut (p. 62) donne (dans le cas particulier o A = I)

‘ (@)= t(Ig)e-e(x) pourtoutz e E. ‘

Par ailleurs, si A: E — F est une application linéaire et si e, e’ désignent deux bases de F et f, f’
deux bases de F', alors les matrices de A par rapport aux bases e et f d’une part, €’ et f’ d’autre part
sont liées par la formule

| # W) = pUp)s - (A - cUp)e |

Cette formule se déduit en appliquant la Proposition 9.5(3) au cas ol 'application composée est
A=IpoAolg.
Remarquons pour terminer que toute matrice de changement de base (Ig).s est réguliere :

9.7. PROPOSITION. Soient e et €' deuz bases d’un espace vectoriel E de dimension n (finie). La
matrice de changement de base .(Ig)er est réguliére, et

e(IE)e_'l = e’(IE)e-
De plus, pour toute matrice réguliere P € K™*" il existe des bases f et f' de E telles que
P=.Ig)s et P = (Ig)e.
DEMONSTRATION. La Proposition 9.5(3) donne
cp)e - e(Up)e = c(Ip)e =In et o(p)e e(p)e = e(Ip)e = In.

Cela établit la premiere partie de 1’énoncé.

Soit P = (pij)i<i,j<n € K™*™ une matrice réguliere. On définit une suite f = (f1,..., fn) par
n
(1) fi=> epi; pourj=1,...,n.
i=1
Montrons que la suite f est libre : si fiay + - -+ + from = 0 pour certains scalaires o, ..., an € K,
alors
n n
j=1 \i=1

ce que 'on peut réécrire

Comme la suite e est libre (puisque c’est une base de FE), cette relation entraine
n
Zpijozjzo pour tout ¢t =1,...,n,
j=1

donc
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Comme P est réguliere, on en déduit a; = - -+ = a,, = 0. La suite f est donc libre; comme dim E = n,
c’est une base de E. Par ailleurs, la relation (f) montre que l'on a
P=_.Ig);.

De la méme maniere, on peut trouver une base f’ de E telle que
Pl = e’(IE)f’-
En inversant les deux membres, on obtient

P=p(g)e.

Déterminant d’un opérateur linéaire. Les formules de changement de base rendent possible la
définition du déterminant d’un opérateur linéaire sur un espace de dimension finie.

Soit A: E — E un opérateur linéaire sur un espace de dimension finie et soient e, e’ deux bases
de E. D’apres la formule de changement de base et la proposition précédente on a alors

e’(A)e’ = e’(IE)e . e(A)e . e(IE)e’
e’(IE)e : e(A)e : e’(IE)e_l-
D’apres le corollaire 7.4, on a donc
dét er(A)er = dét e(A)e,

ce qui montre que le déterminant de la matrice de A par rapport a une base de E ne dépend pas du
choix de la base. On peut donc poser

dét A = dét . (A)e,
ou e est une base quelconque de E.

9.8. PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Pour A,B: E — E deux opérateurs linéaires sur F,

détAo B = dét A détB.

détlp =1.
3. Un opérateur linéaire A: E — E est inversible si et seulement si dét A # 0.

DEMONSTRATION. Soit e = (eq, ... ,e,) une base de F.
1. Comme la composée des applications linéaires correspond au produit des matrices qui les repré-
sentent (Proposition 9.5(3)), on a

e(AoB)e = c(A)e - e(B)e-

Vu la multiplicativité du déterminant, la propriété s’en déduit en prenant le déterminant des deux
membres.

2. Cela résulte des égalités (Ig)e = I, et dét I,, = 1.

3. D’apres le Corollaire 9.3, 'opérateur A est bijectif si et seulement si rang A = n. Or, rang A =
rang .(A). par la Proposition 9.6, et la Proposition 7.3 (p. 46) montre que rang.(A). = n si et
seulement si dét .(A), # 0. O
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Exercices

(9.1) Avec les notations du théoréeme 9.1, page 59, que peut-on dire, d’une part, de lexistence de A
et, d’autre part, de son unicité, si

— la suite (eq, ... ,e,) est libre mais peut-étre pas génératrice ;
— la suite (eq,...,e,) est génératrice mais peut-étre pas libre.

(9.2) Soit L : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et F'. Peut-on déterminer
I'image de n’importe quel x € F si I'on connait

1. L(ey),...,L(ey), ou (e1,...,e,) est une base?
2. L(e1),...,L(en), ou (e1,...,e,) est une suite génératrice ?
3. L(e1),...,L(en), ou (e1,...,e,) est une suite libre ?

(9.3)

— Existe-t-il une application linéaire A : R® — R* telle que A(1,1,3) = (1,1,1,1), A(1,1,2) =
(1,1,1,0) et A(1,1,1) = (1,1,0,0)?

— Existe-t-il une application linéaire A : R?® — R* telle que A(1,1,3) = (1,1,1,1) et A(1,1,2) =
(1,1,1,0)?

— Existe-t-il une application linéaire A : R® — R* telle que A(1,1,3) = (1,1,1,1), A(1,1,2) =
(1,1,1,0) et A(1,0,0) = (1,1,0,0)?

(9.4) L(R?,R?), I'ensemble des applications linéaires R? — R3 est un espace vectoriel. Donnez-en une
base.

(9.5) Dans la deuxiéme partie de la démonstration de la proposition 9.2, aurait-on pu choisir une
autre valeur que 0 pour les B(v;) tels que i € {n+1,... ,m}?

(9.6) Les applications A, B et C des exercices 8.3, 8.4 et 8.6 (page 57) sont-elles inversibles & gauche ?
Sont-elle inversibles a droite ? Définissez explicitement de tels inverses, lorsqu’ils existent.

(9.7) (pour aller plus loin) Soient deux espaces vectoriels E et F' de dimension finie sur un corps
K, et une application linéaire A : E — F. Démontrez les affirmations suivantes :

— Sidim E > 0 et que A possede un unique inverse a gauche, alors elle est bijective.

— Sidim F > 0 et que A possede un unique inverse a droite, alors elle est bijective.

(9.8) (prérequis) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur un méme corps K,
e une base de E et f une base de F'. Si A: F — F est une application linéaire, comment construit-on
la matrice f(A) . qui représente A dans les bases e et f7 Pourquoi dit-on que y(A). représente A?
Justifiez la construction de ;(A)..

(9.9) Soit A : R® — R[X]«1, I'application linéaire définie par sa matrice

La=(g 4 %)

par rapport a la base usuelle u de R[X]<; et & la base canonique ¢ de R3.
Que vaut A(z,y, z), pour un élément quelconque (z,y, z) € R3?

(9.10) Soit A : R[X]<s — R?, lapplication linéaire définie par sa matrice

f(A)e:((l) —f g)

par rapport a la base e = (1,1 + X, X + X?) de R[X]<2 et & la base f = ((2,0), (0,—1)) de R%.
Que vaut A(ap + a1 X + a2 X?), pour un élément quelconque ag + a1 X + a2 X? € R[X]<2?
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(9.11) Soit A : C* — C3, l'application linéaire définie par sa matrice
2t 1

(A, = =i 0

v 1

O O .

par rapport aux bases e = ((1, 0,0),(1,1,0), (1,1, 1)) et f = ((z, 1,1),(1,1,0),(z,0, 0)) de C3 (comme
espace vectoriel complexe).
Que vaut A(zy, 22, 23), pour un élément quelconque (z1, 22, 23) € C3?

(9.12) Voici quelques applications linéaires entre des espaces vectoriels réels. Donnez-en les représen-
tations matricielles par rapport aux bases usuelles de ces espaces vectoriels.

~ AR = R%: (z,y,2) — 3z — 2y + z,x + 3y) ;
-~ B: R2 - R3:(2,y) — (x —y,x+y,27);
C:R*—=R:(z,9,2)~x—y+2;
D: R—R3:zw (32,2, —21);
E:C—->C:zm z;
- F: R X]|<a > R[X]g3: P— P';
G: RiX]|<s > R[X]|ca: P— P/
H

e (1) (20 820
~I: R[X]<o > R[X]<q: P— X2.P— P/}

~ J: R[X]<3 = R: P [?P(x)dz;

- K: RX]<2 = R[X]<2: P Q, o (Vz € R)(Q(x) = P(x +1)).

~ L: R[X]<2 — R3: P (P(ay), P(az), P(as)), ol a1, as et a3 sont trois éléments quelconques
de R.

(9.13) Soit E un espace vectoriel réel de dimension n, e une base de E, et ¢ la base canonique de
R™. Quelle est la matrice (,y), qui représente .y: E — R™ : x — _(x) par rapport a la base e et a
la base ¢?

(9.14) Donnez la matrice qui représente, dans la base canonique de R?, application B o A, ou A et
B sont définies dans ’exercice 9.12. Calculez cette matrice de deux manieres différentes.

(9.15) Soit A: C2 — C?: (21, 22) > (21 + 422,21 — i22).
— Calculez ,(A),, oli c est la base canonique de C?, considéré comme espace vectoriel complexe.
— Calculez ,(A),, ol u est la base usuelle de C?, considéré comme espace vectoriel réel.

(9.16) Soit A: R2*2 — R?, lapplication linéaire définie par

() -en a((2 )0
(4200 a((2 )0

— Calculez .(A),, ot c est la base canonique de R? et u la base usuelle de R?*2,

a

~ Que vaut A(M), ou M = ( . > est une matrice quelconque de R?*2?

d

(9.17) Soit E un espace vectoriel et e = (eq, ea,e3,e4) une base de E. On considére I’application
linéaire A: F — E définie par

A(el) =e1 + ea, A(eg) = 2es5 + e3, A(eg) = 3es + ey, A(64) = 4ey.
— Montrez que A(e) = (A(el), Ales), Ales), A(e4)) est une base de F.

— Calculez (A), et 4.)(A) 4. Pourquoi ces deux matrices sont-elles identiques ?
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(9.18) (pour aller plus loin) Soit A: R[X]<3 — R?*2 I'application linéaire définie par

0 1 1 0
2y _ 3\ _
Ker A = {ag + a1 X + a2 X? + a3 X3 | ap — a1 — az = 0 et ag — az = 0}.

Calculez ,(A),,, ot u est la base usuelle de R?*? et u’ celle de R[X]<3.
(9.19) (pour aller plus loin) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et A: E — E une
application linéaire telle que Im f C Ker f.

— Montrez que rangf < %dim E.

— Montrez qu’il existe une base e de E telle que (A). soit une matrice de la forme

0o ... 0 alk ... QA1n
0 ... 0 ajlk Qln
0 0
0 0

(9.20) Dans R?, on consideére la base canonique c et la base e = ((1, 1), (1, —1)). Calculez la matrice
de changement de coordonnées _(Ig2),. Calculez ,(A),, on A: R? — R?: (z,y) — (4o — 2y, —2z +4y).
(9.21) Dans R3, on considére la base canonique ¢, ainsi que les bases f et g suivantes :
F=(0,1,1),(1,1,0),(1,0,0))
g=((1,-1,0),(2,-1,-2),(1,-1,-2)).
— Calculez les matrices de changements de coordonnées ((Igs), et ;(Irs),.
- St AR = R : (2,y,2) — (32 — 2y + 2,2 + 3y,x — y + 2), calculez (A); et ((A),.

(9.22) Soient f et g les deux bases suivantes de C2*2, considéré comme espace vectoriel complexe :

=(( o) (15)-(F0) (1))

Calculez la matrice de changement de coordonnées ,(Ic2xz),,.

o O
= o



CHAPITRE V

Espaces euclidiens

Dans certains espaces vectoriels, tels que ’espace usuel, il est possible de calculer la longueur d’'un
vecteur ou ’angle entre deux vecteurs au moyen d’un produit scalaire. Cette notion, déja abordée dans
le cours d’analyse MATH1140%, fait I'objet du présent chapitre. Insistons cependant sur le fait que la
notion centrale est ici celle de produit scalaire, alors que dans le cours d’analyse la notion fondamentale
est celle de norme, et qu’il existe sur des espaces vectoriels des normes qui ne se déduisent pas d’un
produit scalaire (comme par exemple les normes | - |1 et | - |oo sur R™).

10. Produits scalaires
10.1. Définitions
Une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E sur le corps R est une application
(‘): ExE—R
satisfaisant les conditions suivantes :

1. Bilinéarité : pour z,y,z € E et a, 8 € R,

(ra+yblz) = alzlz)+8(yl2).
(zlza+yp) = (z[z)a+(zly) 6.
2. Symétrie : pour =,y € F,
(ylz) = (z[y).

Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique qui possede de plus la propriété suivante :
3. Définie positivité : pour x € E, x # 0,
(z|z) > 0.
La bilinéarité entraine par ailleurs
(0]0) = 0.
Un espace muni d’un produit scalaire est appelé espace euclidien.
D’autres notations sont parfois utilisées pour le produit scalaire (x|y), comme par exemple

x-y ou (z,y) ou (x,y) ou (z|y).

Exemples.
A. Le produit scalaire usuel sur R™ est défini par

((.1?1, s ,.Iin) | (yl, .- 7yn)) =2x1Y1 + -+ Tnln-

(Voir [An, p.24]). D’autres formes bilinéaires symétriques peuvent étre définies de la maniere
suivante : soit A € R™ une matrice symétrique, c’est-a dire telle que A® = A. On note les
éléments de R™ en colonnes et on pose, pour z,y € R” = R**1,
(z[y)a =a'-A-y.
La bilinéarité de (-|-)4 résulte des propriétés du produit matriciel et I'hypothése que A est
symétrique assure
(y|z)a = (z|y)a  pour z,y € R".

1Les références & I'ouvrage “Analyse — Fondements, techniques, évolution (2¢ édition)” de Jean Mawhin (De
Boeck-Université, Paris-Bruxelles, 1997) seront indiquées par [An].

69
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Pour certains choix de A, la forme (:|-)4 est en outre définie positive et définit des lors un
produit scalaire sur R™, différent du produit scalaire usuel. Des criteres de définie positivité
sont établis dans le chapitre VII.

B. Dans ’espace usuel Ep (ot Pon a choisi un point de référence O), on note || Z || la longueur
d’un vecteur Z. Le produit scalaire canonique est défini par

(@) =N ZI 7] cos6 = 3(|Z+ 7> — [ Z]1* = 17]*),
ol 0 est I'angle entre les vecteurs Z et ¥.

C. Soient aq,...,a, € R des scalaires fixés. On peut définir une forme bilinéaire symétrique sur
lespace R[X] en posant

n

(PlQ) = Z P(a;)Q(a;) pour P,Q € R[X].
i=1
Nous laissons au lecteur le soin de montrer que si aq,... ,a, sont distincts deux a deux, la
restriction de cette forme au sous-espace R[X]<,—1 des polynémes de degré au plus n — 1 est
un produit scalaire.

D. Sur Pensemble C([0,1];R) des fonctions continues sur l'intervalle [0,1], on peut définir un
produit scalaire par

(flg) :/0 f(x)g(x) d.

Normes et distances. Dans un espace euclidien F, on définit la norme d’un vecteur x par

lz]l= v (z|z) € R.

10.1. PROPOSITION. L’application ||-|: E — R satisfait les conditions qui définissent une norme
(abstraite) au sens de lanalyse [An, p.20], a savoir :

(i) l|=||= 0 pour tout x € E.
(ii) ||z||=0 entraine x = 0.
(iii) ||ax||=|a| |||l pour x € E et a € R.
(iv) = +ylI<llzl + [yl pour z,y € E.
(Comparer & la Proposition de [An, p.22]).

DEMONSTRATION. La propriété (i) est claire, la propriété (ii) découle directement de la définie
positivité du produit scalaire et la propriété (iii) résulte de sa linéarité. Pour établir la propriété (iv)
(connue sous le nom d’inégalité triangulaire ou de Minkowski), nous utiliserons le lemme suivant :

10.2. LEMME (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour x,y € E,
[l <[l ][ Iyl -

DEMONSTRATION. Considérons le vecteur tx+y € E, ottt € R est un parametre variable. D’apres
la définie positivité du produit scalaire, on doit avoir

(%) (tz+ylte +y) 20 quel que soit t.

Or, la bilinéarité du produit scalaire permet de réécrire le membre de gauche sous la forme d’un
trindme du second degré en t :

(tz + yltz +y) = £*(z]z) + 2t(z]y) + (yly).

L’inégalité (x) montre que ce trinéme en ¢ ne peut pas avoir deux racines distinctes, donc son discri-
minant est négatif ou nul. Cela donne

(z]y)* = (z|2) (yly) < 0.
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(De manieére équivalente, on peut considérer le vecteur z = (x|z)y — (z|y)x et calculer

(2]2) = (zl2) [(z|2) (yly) — (2[y)?].
L’inégalité de Cauchy-Schwarz est claire si z = 0 et résulte de (z]z) > 0 si x #0.)
On peut a présent compléter la démonstration de la Proposition 10.1 en démontrant la pro-
priété (iv) : par définition, on a
Iz +yl*= (z +yle +y) = (zl) + 2(z]y) + (yly)-
Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(zly) < [yl <z [yl
donc
le+yl?<lz|?+2 Iz Iyl + [y II>= Uzl + Iy l)>
O

Vu la Proposition 10.1, on peut définir une distance (vectorielle) entre deux vecteurs x,y € E en
posant

d(z,y) =[x —yleR.
(Voir [An, Proposition, p.678]).

10.2. Bases orthonormées

Dans ’exemple B de la section précédente, nous voyons que si deux vecteurs T et ¢ sont orthogo-
naux au sens géométrique du terme, alors leur produit scalaire est nul. Nous allons généraliser cette
notion a des espaces vectoriels plus abstraits par la définition suivante : deux vecteurs x, y d'un espace
euclidien E sont dits orthogonaux si (x|y) = 0. Comme (y|z) = (x|y), cette relation est symétrique.
Une base e = (e, ...,e,) d'un espace euclidien F est dite orthogonale si les vecteurs de base sont
orthogonaux deux & deux? :

(eilej) =0 sii#j.
Elle est dite orthonormée si de plus

lesl|=1 pour tout i =1,...,n.
Sie=(e1,...,e,) est une base orthogonale, alors la suite ¢’ = (e}, ... ,e},) définie par
’ €
e, =
C el

est une base orthonormée.
Le lemme suivant montre que les produits scalaires s’expriment de maniére particulierement simple
en fonction des coordonnées par rapport a une base orthonormée.

10.3. LEMME. Soit e une base orthonormée d’un espace euclidien E. Pour r,y € E,
(xly) = e(x)t : e(y)'

DEMONSTRATION. Soit z =Y . | e;z; et y = > ., e;y;, de sorte que

En utilisant la bilinéarité du produit scalaire, on trouve

n n n
(zly) = Zeixi Zejyj = Z zi(eile;)y;
i=1 j=1

ij=1

2En particulier, toute base réduite & un élément est considérée comme orthogonale.



10. PRODUITS SCALAIRES 72

Or, comme la base e est orthonormée, on a (e;|e;) = 6;; (symbole de Kronecker), donc
n Y1
(xly)zzxzyz:( Ty 0 Tp ) :

i=1

y7l
Le principal résultat de cette section est le suivant :

10.4. THEOREME. Tout espace euclidien de dimension finie non nulle admet une base ortho-
normée.

DEMONSTRATION. Comme on peut toujours normer les vecteurs d’une base en les divisant par
leur norme, il suffit de prouver I'existence d’une base orthogonale. Si ’espace est de dimension 1, le
théoreme est clair puisque toute base contient un seul vecteur et est donc orthogonale. On peut donc
supposer dim FE > 2 et raisonner par induction, c’est-a-dire supposer de plus que 1’énoncé est vrai
pour les espaces euclidiens de dimension < dim F.

Soit (e1, ... ,e,) une base quelconque de E. Pour i = 2,... ,n, posons
va =€, — €1 (ellez) .
(e1]e1)
Ces vecteurs sont définis de maniére a étre orthogonaux a e;. En effet, pour i =2,... .n,on a
/ (e1]es)
(ellez) (€1|€1) (61|61)(61|61) 0.

Par ailleurs, la suite (e, €}, ... ,€e,) est obtenue & partir de la suite (e1,...,e,) par des opérations
élémentaires (de type I); elle engendre donc aussi l'espace F et est par conséquent une base de E.

Par hypothése d’induction, le sous-espace V' = sev(e),...,e)) admet une base orthogonale
(eh,...,el), puisquil est de dimension n — 1. Tout vecteur de E est somme d’un multiple de e;
et d’un vecteur de V', car (e, €}, ... ,€e,) est une base de E. Des lors la suite (e1, €}, ..., el ) engendre
E'; c’est donc une base de E. On va prouver que cette base est orthogonale.

Comme les vecteurs e} sont combilis de e5,... ¢}, ils sont orthogonaux & e ; en effet, si e/ =
> g €y, alors

n
(erle]) = (erlef)a; =0
j=2

puisque (erlej) = 0 pour j = 2, ..., n. (Voir aussi le Lemme 11.1 ci-dessous.) De plus, les vec-
teurs ef, ..., e}l sont orthogonaux deux & deux par construction, donc (eq, €5, ..., el) est une base
orthogonale de F. O

Remarquons pour terminer que si e est une base orthonormée d’un espace euclidien £ de dimension
n, alors 'isomorphisme .v: F — R™ qui a tout vecteur de E associe ses coordonnées par rapport a
e est une isométrie d’espaces euclidiens (R™ étant muni du produit scalaire usuel), dans le sens que
le produit scalaire de deux vecteurs x,y € E est égal au produit scalaire usuel de leurs coordonnées
(), o(y). En effet, comme la base e est orthonormée, le Lemme 10.3 donne

(z|y) = e(2)" - c(y) pour z,y € E.

Exercices
(10.1) Prouvez que les applications suivantes sont des produits scalaires.
~ ([)1:R"xXR" > R: ((xl, coes @), (s y)) = Dk FTkyk:

= (])2 : RX]<p-1 X RX]<pno1 = R: (P,Q) — 2.7, P(a;)Q(a;), out ai,. .. ,a, sont des réels
fixés, deux a deux distincts.

~ (195 C([0,1);R) x C([0, 1;R) — R : (£, 9) — / f(@)g(x)d.
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(10.2) Prouvez que (-|-) : R"*" x R"*"™ — R : (A, B) — tr(A".B) est un produit scalaire (tr(M) =
Z?:l M;;).

(10.3) Soit S le sous-espace vectoriel de R™*" formé des matrices symétriques.

Prouvez que (+|-): S x S = R: (A, B) — tr(A.B) est un produit scalaire.

Peut-on déduire ceci de I'exercice 10.27

(10.4) Obtient-on encore un produit scalaire si I'on remplace A* par A dans la définition de (-|-) dans
Iexercice 10.27

(10.5) On considere 'application
(1) C(RR) x C(R;R) = R: (f, g) = f(m)g(m) + f(m/2)g(m/2) + f(0)g(0).
— Montrez que (+|-) n’est pas un produit scalaire.

— Soit V le sous-espace vectoriel de C'(R;R) engendré par la fonction constante 1, la fonction sin
et la fonction cos. Montrez que la restriction (:|-);y de (-|-) & V' est un produit scalaire.

(10.6) Dans R?*2 muni du produit scalaire (-|-) défini par (A|B) = tr(A’.B), quel est 'orthogonal
du sous-espace formé des matrices symétriques ?

(10.7) Prouvez que

| —

() R X]<n X R X]<p, = R: (P,Q) — PD(0).09(0)

=0

~

est un produit scalaire (P(i) et Q1) désignent respectivement les dérivées d’ordre i de P et de Q).
Pour n = 3, calculez I'orthogonal du sous-espace vectoriel formé des polynémes P tels que P(0) = 0
et P”(0) =0.

(10.8) Dans R[X]<2, muni du produit scalaire défini par
(PQ) = P(-1)Q(=1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1),
quel est orthogonal du sous-espace V = {P € R[X]<2 | P(1) =0}7?

11. Projections orthogonales

Dans cette section, nous ne nous intéressons qu’a des espaces euclidiens de dimension finie. Nous
allons définir la projection orthogonale d’un vecteur sur un sous-espace et montrer que cette no-
tion permet de construire des bases orthonormées a partir d’une base quelconque et de résoudre des
problemes d’approximation.

11.1. Définition

Soit E un espace euclidien de dimension finie. Pour toute partie V' C E, 'orthogonal V- est
I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de V :

Vi ={z € E| (z|v) =0 pour tout v € V}.
Cet ensemble est un sous-espace vectoriel de E.

11.1. LEMME. Si V' est un sous-espace vectoriel de base (e1, ... ,en), alors
Vi={zcE|(e1|z) = = (em|z) = 0}.

DEMONSTRATION. L’inclusion de V+ dans le membre de droite est claire, car tout vecteur z € V-+
est orthogonal a ey, . .. , e, puisque ces vecteurs sont dans V. Réciproquement, si z € E est orthogonal
aey,...,eqetsiveV, soit

V=e1v1 + -+ emUnm,
alors
(v|z) = v1 (e1]x) + -+ vm (em]x) =0,
donc x € V. O
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La projection orthogonale d’un vecteur sur un sous-espace est définie par la proposition suivante :

11.2. PROPOSITION. Soit V' un sous-espace d’un espace euclidien E. Pour tout x € E, il existe
un et un seul vecteur p € V tel que x —p € V. De plus, si (e1,... ,e,) est une base orthonormée de

V, alors
T
p= Z ei(ei|z).
i=1

Le vecteur p est appelé projection orthogonale du vecteur x sur le sous-espace V.

DEMONSTRATION. Le vecteur p défini par la formule ci-dessus est dans V' puisqu’il est combinaison
linéaire de la base (e1,...,e,) de V. Pour prouver que x —p € V-, il suffit, d’apres le Lemme 11.1,
de montrer que (ej|z —p) =0pour j=1,...,r. Or,

T

z— Z e (ei|$)> = (ejlx) = > _(ejled) (eilx).

=1

(ejlz —p) = (ffj

Comme la base (eg, ... ,e.) est orthogonale, tous les termes de la somme du membre de droite sont
nuls, sauf peut-étre celui ou l'indice 7 est égal a j :
T

(ejle) =Y (ejlei)(eile) = (ejlx) = (ejle;)(eslz) = 0.

i=1
On a donc

(ejlz —p) =0 pour j=1,...,r,
ce qui montre que z—p € V =+ et achéve de démontrer 'existence d’un vecteur p possédant les propriétés
de I’énoncé.

Pour prouver I'unicité de ce vecteur p, supposons avoir trouvé deux vecteurs p,p’ € V tels que
z—p,x—p € VL. Alors p—p' € V, mais
p—p =(@-p)—(z—p) eV,
donc p — p' € VN VL. En particulier, le vecteur p — p’ est orthogonal & lui-méme :
(p=plp—1) =llp—p*=0,

donc [[p—p'||=0et p=p". O

Il est maintenant facile de déterminer la dimension de I'orthogonal d’un sous-espace :

11.3. COROLLAIRE. Pour tout sous-espace vectoriel V. d’un espace euclidien E de dimension finie,
E=VaVt,
donc
dimV* = dim E — dim V.
De plus,
(Vi =v.
DEMONSTRATION. Pour tout vecteur z € E, la projection orthogonale p de x sur V satisfait :
peV et x —p e VL. Par conséquent,
z=p+(z—p)
est une décomposition de z en somme d'un vecteur de V et d’un vecteur de V+. Cela prouve :
E =V + VL. Par ailleurs, VN V+ = {0} puisque les vecteurs de cette intersection sont orthogonaux
a eux-mémes. On a donc bien
E=VaVt,

et la formule pour dim V* s’en déduit.
On peut appliquer cette formule deux fois de suite pour trouver la dimension de (V1)* :

dim(VY)t =dim E —dimV+ = dim E — (dim E — dim V) = dim V.
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Or, par définition de I’orthogonal d’un sous-espace, on a immédiatement
vV c(vht

Comme ces deux sous-espaces ont la méme dimension, il sont égaux. O

11.2. Procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt

La technique des projections orthogonales permet de construire systématiquement une base or-
thogonale a partir d’une base quelconque.

Soit e = (e, ..., e,) une base d’'un espace euclidien E et soit
Vi =sev(er,...,ex) pour k=1,...,n,

de sorte que V,, = E. On peut projeter tout vecteur de E orthogonalement sur tout sous-espace V.
Pour k= 2,...,n, soit pp € Vx_1 la projection orthogonale de ej sur V;_1 et soit

Uk = € — Pk-

On pose aussi u; = e;.

11.4. THEOREME. La suite u = (u1, U, ... ,Uy) est une base orthogonale de E.

DEMONSTRATION. On prouve, par récurrence sur k, que la suite

’U,(k‘) = (’U,l, Uy - .. ,uk)

est une base orthogonale de Vi, pour k =1,... ,n. Comme V,, = E, cela établira ’énoncé.

Pour k =1, on a u(l) = (e1); c’est une base de Vi, par définition de ce sous-espace, et elle est
orthogonale car elle n’a qu’'un seul élément.

Supposons ensuite avoir prouvé que u(k — 1) est une base orthogonale de Vj_;. Comme py, est la
projection orthogonale de ef sur Vi_1, on a

iR
U = € — Pk € Vk—l-

Si ux € Vi_1, alors up = 0 puisque seul le vecteur nul est orthogonal & lui-méme. Alors e =
pr € Vik—1 = sev{er,...,ex_1), ce qui est en contradiction avec I'indépendance linéaire de la suite
(e1,...,er). Des lors, on a
uk & Vi1

et il résulte alors du Lemme 5.1 (p. 29) que la suite u(k) est libre. Elle est contenue dans Vj, car
pr € Vi1 C Vi et e € Vi. Par ailleurs, dim Vi, = k puisque Vi, = sev(ey, ..., ex); donc la suite u(k)
est une base de Vj, par le Corollaire 4.5 (p. 28). Comme u(k — 1) est une base orthogonale de Vj,_1 et
que ug € Vkl_ 1, cette base est orthogonale. O

Un aspect important du théoréeme précédent est qu’il peut étre mis en ceuvre en pratique pour
obtenir une base orthonormée d’un espace a partir d’'une base quelconque. En effet, pour obtenir le
dernier vecteur de la base orthogonale u(k) de Vi, il suffit de calculer la projection orthogonale py
de ey, sur Vi_1. Or, au moment de calculer cette projection, on connait déja une base orthogonale de
Vi—1, & savoir u(k — 1). Quitte & normer cette base, on peut donc calculer cette projection & I’aide de
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la formule de la Proposition 11.2. Explicitement, on définit successivement

ul = e,
U1
Q. = 7
[ ua |
U2 = 62—Q1(Q1|@2),
U2
Q2 = 7
[ uz |
uz = €3 —q1 (Q1|€3)—QQ (qQ|€3),
us
q3 = 7>
[ us |
ur = er—qi(qiler) — g2 (q2lex) — - — qr—1 (qr—1lex),
Uk
. = T~
[ |

En isolant dans le membre de droite le vecteur e, on obtient une expression de ce vecteur comme
combinaison linéaire de ¢, ..., qx—1, Uk :

e = w
= qllul,

ez = qi(qile2) +uz
= qi(qile2) + q2 || uz]|,

es = qi(qiles) + q2(geles) + us
= qi(qiles) + qa(g2les) + g3 [Jus|,

et = qlqler) +- -+ qe_1(gr—1lex) + up
= qlqiler)+ -+ g—1(qr—1lex) + ar || ur ] -

La matrice de changement de base 4(Ig). s’en déduit :

11.5. COROLLAIRE. Soit q la base orthonormée obtenue en appliquant le procédé de Gram—Schmidt
G une base e d’un espace euclidien E. La matrice de changement de base 4(Ig)e est triangulaire
supérieure avec des entrées diagonales non nulles.

DEMONSTRATION. Les calculs précédents montrent que la matrice 4(Ig). est

lurll (qile2) (qiles) - (ailen)

0 || U2 H (q2|e3) T (q2|en)

q(IE)e = 0 0 ||U'3|| (q3|en
0 0 0 e

11.3. Problémes d’approximation
Les projections orthogonales satisfont la propriété d’approximation suivante :

11.6. PROPOSITION. Soit E un espace euclidien et V. C E un sous-espace. Pour tout x € E, la
projection orthogonale p de x© sur V est un vecteur de V dont la distance a x est minimale. De plus,
pour tout vecteur v € V autre que p, on a

d(z,v) > d(z,p).
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DEMONSTRATION. Pour montrer la premiére partie de 1’énoncé, il s’agit de prouver :
d(z,p) < d(z,y)  pour tout y €V,
ou, de maniere équivalente,
lo—pl?<llz—y|*>  pour touty € V.
On décompose pour cela : (z —y) = (x — p) + (p — y), et on calcule
(@—yloe—y)=(x—plz—p)+(@-plp—y)+@—-ylz—p) +{@-ylp-1v),
c’est-a-dire
2 —yll*=llz—pl®> +(x —plp—y) + (P —ylz —p)+ |p -yl -
Commez—peEV>tetp—yeV, ona
(—plp—y) =@—ylz—p)=0,
et ’égalité précédente entraine
lz—ylP=lz—p|*+lp—yl>>z—-p]*.

On voit d’ailleurs que ’égalité || x —y||=||z —p]|| (avec y € V') ne peut étre satisfaite que si || p—y||= 0,
c’est-a-dire si y = p. O

Un exemple typique d’application de cette propriété d’approximation concerne les systemes d’équa-
tions linéaires : soit A € R™*" et b € R™. Pour que le systéme

A-X=0D

admette une solution, il faut et il suffit que b soit dans le sous-espace C(A) C R™ engendré par les
colonnes de A, puisqu’en décomposant A par colonnes I’équation précédente s’écrit

G1T1 + -+ -+ QunTn = b.

Sib ¢ C(A), on peut cependant envisager de trouver une solution approchée du systéme A - X = b en
remplacant b par le vecteur b’ € C(A) qui est le plus proche de b (au sens de la distance euclidienne
usuelle sur R™, induite par le produit scalaire usuel). Toute solution du systéme d’équations linéaires

A-X=V

ou b’ est la projection orthogonale de b sur C(A) est appelée solution approchée de A-X =0b au sens
des moindres carrés.

Le procédé de Gram—Schmidt permet de trouver une base orthonormée de C(A), a1’aide de laquelle
la projection orthogonale b’ est facile & calculer. Dans le cas ou les colonnes de A sont linéairement
indépendantes, les calculs peuvent s’organiser de maniere particulierement simple, et prennent la forme
d’une factorisation matricielle :

11.7. PROPOSITION. Pour toute matrice A € R™*™ de rang n, il existe une matrice QQ € R™*™
telle que Q-Q = I,, et une matrice R € R™*™ triangulaire supérieure dont toutes les entrées diagonales
sont non nulles telles que

A=Q"R.
De plus, pour tout y € R™, le vecteur Q - Qt -y € R™ est la projection orthogonale de y sur C(A).

La condition Q* - Q = I,, entraine que Qf = Q™! si m = n; la matrice @ n’est cependant pas
inversible & droite si m > n.
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DEMONSTRATION. Soit a = (ax1,- .. ,a«y,) la suite des colonnes de A. Comme rang A = n, la
suite a est libre; c’est donc une base de C(A). En appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la
suite a, on obtient une base orthogonale de C(A), que ’on norme pour former une base orthonormée
q¢ = (q1,---,qn). Le Corollaire 11.5 montre que la matrice de changement de base (Ic(a))s est
triangulaire; on la note R = (r;;)1<i,j<n- On a donc

ax1 = (41711
Gx2 = Q1712+ q2r22
Gxn = QITin + Q2720 + -+ qnTnn

et les entrées diagonales r;; sont non nulles. Si ’on note

Q:((h QH)ERMXH
la matrice dont les colonnes sont q1, ... , gy, les égalités ci-dessus montrent que l'on a
it T2 - Tin
(a*l am)Z((h QH)' 0 7?2 e
0 0 - 7o
c’est-a-dire
A=Q-R.
Comme (g1, . .. , qn) est une base orthonormée de C(A) pour le produit scalaire usuel de R™, on a
0 sii ]
qf--qu{ 1 siiij',
donc
ai G-a o dian
Qt.Q: : -((h qn): : ; =1,.
an ¢h-qa o dhan
Par ailleurs, comme (q1, - .- ,¢,) est une base orthonormée de C(A), la Proposition 11.2 montre que
la projection orthogonale sur C(A) d’un vecteur y € R™ est donnée par
p o= a(d-y) -+ +an (g, y)
a4
= (a o) | |y
n
= Q-Qy

d

11.8. COROLLAIRE. Soit A € R™*"™ une matrice de rang n, et soit A = @Q - R la factorisation
matricielle obtenue dans la proposition précédente. Pour tout b € R™, le systéme A- X = b admet une
et une seule solution exacte (si b € C(A)) ou approchée au sens des moindres carrés (si b & C(A)),
qui est aussi l'unique solution du systéme

R-X=Q"b.

DEMONSTRATION. Soit b’ la projection orthogonale de b sur C(A), de sorte que b’ = bsi b € C(A).
D’apres la proposition précédente, on a b’ = @ - Q' - b; toute solution (exacte ou approchée au sens
des moindres carrés) de A- X = b est donc solution (exacte) de

Q- R-X=Q-Qb.

En multipliant les deux membres par la gauche par Qf, et en tenant compte de ce que Q- Q = I,,,
on voit que I’équation précédente est équivalente a

R-X=0Q' b
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Comme la matrice R est réguliere, ce systeme d’équations admet une et une seule solution. O

Lorsque 'on dispose de la factorisation A = @Q - R, le corollaire précédent donne une manieére parti-
culierement simple de résoudre toute équation A- X = b (de maniere exacte ou approchée), puisque la
matrice R est triangulaire avec des entrées diagonales non nulles. Le systéme R- X = Q! - b est donc
échelonné.

Exercices

(11.1) (prérequis) Soit F un espace euclidien et V' un sous-espace de E. Si v € E et que p, est la
projection de v sur V, démontrez que, alors, v — p,, est la projection de v sur V.

(11.2) On considére R3 muni du produit scalaire usuel.
~ Soit V = {(x,y,2) € R | ax + by + cz = 0}, ot1 a, b, ¢ sont trois réels fixés. Calculez V.
— Soit W = sev((k,l,m)), o1 (k,I,m) est un élément fixé de R3. Calculez W+.

(11.3) Si E est un espace euclidien et V' et W des sous-espaces de F, est-il vrai que

(V+w)t = vinwt?
Vnw)t = viewt?

(11.4) On considére R muni du produit scalaire usuel.

— En appliquant le procédé de Gram—Schmidt & la base ((1, 0,0),(1,1,0), (1,1, 1)), trouvez une
base orthonormée de R3.

— Meéme question en partant de la base ((1, 1,0),(2,1,0), (1,1, 1))

— Trouvez les coordonnées d’un élément quelconque de R® dans les deux bases orthonormées ainsi
obtenues.

(11.5) Construire une base orthonormée de

V = {M € R**? | M est symétrique},
pour le produit scalaire (-|-) défini par (A|B) = tr(A.B).
(11.6) Dans C?([—m,7; R), on définit un produit scalaire (-|-) par

(flg) = _ﬁ f(@)g(z)dx.

Donnez une base orthonormée de V' = sev (1, sinz, cos z, sin 5z, cos 10x).

(11.7) Dans R?® muni du produit scalaire usuel, déterminez la projection orthogonale du vecteur
(—1,0,8) sur le sous-espace engendré par les vecteurs (1,0,1) et (0,1, 1).

(11.8) Dans l’espace vectoriel réel C’([—l, 1]; R), avec le produit scalaire (-|-) défini par

(f19) = / falg(a)da,

trouvez le polynéme du premier degré P le plus proche de f(x) = e*. L’ayant trouvé, donnez sa
distance & f(x).

(11.9) Dans l’espace vectoriel réel C ([O, 27]; R), avec le produit scalaire (-|-) défini par

27

(flg) = | fl@)g(x)dx,

0

trouvez la projection orthogonale de la fonction f: R — R : z +— z sur le sous-espace V engendré par
les fonctions 1, cos et sin.
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(11.10) On considere R[X]<2 muni du produit scalaire défini dans I'exercice 10.8, ainsi que le sous-
espace V défini dans ce méme exercice.

— Trouvez une base orthonormée de V.
— Calculez les projections orthogonales du polynéme X sur V et sur V-=.
(Conseil : relire Pexercice 11.1, page 79.)

(11.11) Soient u et v deux vecteurs non nuls fixés dans un espace euclidien E. Trouvez le vecteur le
plus court qui soit de la forme u 4+ vA (A € R) et montrez qu’il est orthogonal & v.

(11.12) Mettez les matrices A; € R™*™ suivantes sous la forme d’un produit @ - R olt Q € R™*" est
telle que Q- Q = I,, et R € R™*™ est triangulaire supérieure avec toutes ses entrées diagonales non

nulles.

0 0 1
1 =2 3 0
4=(s 2 ) (13 velon

2 1
Lol 11 ( 3 >
A= 1 0 As = Ag = .
0 1 -1 1 4
0 1L
(11.13) Résolvez les systemes d’équations linéaires suivants au sens des moindres carrés.
i) z—y =1 () x+y = 3 (iii) 3z = 2 (iv) 224y = -1
z = 0 z = 1 dr = 11 z+y = 1
y = 2 r—y = -1 -r+y = 3
y = -1

(11.14) Trouvez la solution, au sens des moindres carrés, du systéme

xr = b1
xr = bg
r = by,

Calculez ensuite la distance entre le second membre du systéme original et celui du systeme utilisé
pour calculer la solution au sens des moindres carrés.



CHAPITRE VI

Opérateurs linéaires

Un opérateur linéaire est une application linéaire d’un espace vectoriel dans lui-méme. On peut
donc considérer un opérateur linéaire sur un espace comme une transformation de cet espace, et
envisager de trouver les vecteurs fixes sous cette transformation, ou les vecteurs transformés en leurs
opposés, ou d’une maniere générale les vecteurs dont I'image est un multiple d’eux-mémes, que l'on
appelle vecteurs propres de 'opérateur.

La méthode permettant de déterminer les vecteurs propres d’un opérateur linéaire sur un espace de
dimension finie, ainsi que les formes particuliéres que peut prendre la matrice d’un tel opérateur, sont
indiquées dans la premiere section. Dans la deuxiéme section, on considere les opérateurs linéaires
sur des espaces euclidiens, ou le produit scalaire permet d’associer a chaque opérateur linéaire un
opérateur adjoint. L’aboutissement de cette section est le théoréme spectral, qui donne une condition
nécessaire et suffisante pour qu'’il existe une base orthonormée constituée de vecteurs propres.

Toutes les notions concernant les opérateurs linéaires admettent un analogue matriciel, obtenu par
la correspondance qui & chaque matrice carrée A € K™*™ associe Popérateur linéaire A sur K" qui
envoie z € K" sur A(z) = A-z, le n-uple z étant considéré comme une colonne : z € K" = K"*!. Dans
tout le chapitre, on passe constamment des opérateurs linéaires aux matrices carrées et vice-versa,
suivant que les propriétés en vue sont plus faciles a établir pour les matrices ou pour les opérateurs
linéaires.

12. Propriétés caractéristiques

12.1. Valeurs propres et vecteurs propres

Soit A: E — E un opérateur linéaire sur un espace vectoriel E sur un corps arbitraire K. Un
vecteur propre de A est un vecteur v € E non nul tel que

A(v) = v pour un certain A € K.

Le scalaire X\ est appelé valeur propre de A associée a v; on dit aussi que v est un vecteur propre de
A de valeur propre A.

L’équation A(v) = v\ peut aussi s’écrire
(Mg — A)(v) =0,
donc les vecteurs propres de valeur propre A sont les vecteurs non nuls de Ker(A g — A).
Pour tout A\ € K, on appelle espace propre de valeur propre X le sous-espace défini par
E(\) =Ker(Mg — A).

Avec cette définition, on peut dire que A est valeur propre de A si et seulement si E(\) # {0} ou, ce
qui revient au méme, si et seulement si 'opérateur AIp — A n’est pas injectif.

Supposons a partir d’ici que ’espace E est de dimension finie non nulle. D’apres la Proposition 9.8
(p- 65), la condition que M — A n’est pas injectif est encore équivalente & : dét (A g — A) = 0.
On appelle polynome caractéristique d’un opérateur linéaire A sur un espace E de dimension finie
le polynoéme
Pca(X) = dét (X Ig — A).

La formule explicite du déterminant donnée dans la section 7.2 (p. 51) montre que le membre de droite
définit bien un polynome en X ; de plus, ce polynéme est unitaire, c’est-a-dire que le coefficient du
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terme de plus haut degré est 1, et son degré est égal a la dimension de F :
degPcy = dim F.

12.1. PROPOSITION. Les valeurs propres d’un opérateur linéaire sur un espace vectoriel de dimen-
sion finie sont les racines du polyndéme caractéristique de cet opérateur. Le nombre de valeurs propres
d’un opérateur linéaire est donc au plus é€gal a la dimension de l’espace.

DEMONSTRATION. On a vu ci-dessus que A € K est valeur propre de A si et seulement si dét (A g—
A)=0. O

Pour K = C, le théoreme fondamental de ’algebre affirme que tout polynéme non constant se
décompose en produit de polynomes du premier degré, et admet par conséquent au moins une ra-
cine. Tout opérateur linéaire sur un espace complexe admet donc au moins une valeur propre, d’ou
aussi un vecteur propre. En revanche, si K = R, certains opérateurs linéaires peuvent ne pas admettre
de valeur propre : par exemple, dans le plan usuel, une rotation d’angle # 0, 7 autour du point de
référence O n’a pas de vecteur propre (ni par conséquent de valeur propre).

En utilisant d’une part le polynéme caractéristique, d’autre part les espaces propres, on peut
associer a chaque valeur propre A d’un opérateur linéaire A sur un espace E de dimension finie deux
types de muliplicités : on appelle multiplicité algébrique de X et on note mg(\) exposant de X — A
dans la décomposition de Pcs en produit de facteurs irréductibles; en d’autres termes, mg(A) est
I'exposant de la plus haute puissance de X — A qui divise Pcy4 :

ma(A) =m si Pea(X) = (X = A)"Q(X)
ot Q(X) est un polynome tel que Q(N) # 0.
On appelle multiplicité géométrique de X et on note my(A) la dimension de I'espace propre E(A) :
mg(A) = dim E(A).
Comme E(\) = Ker(AMg — A), on a aussi, d’apres le Théoreme 8.4 (p. 56),
mg(A) = dim E — rang(AM g — A).

12.2. PROPOSITION. Pour toute valeur propre A\ d’un opérateur linéaire A sur un espace E de

dimension finie,
ma(A) = mg(A) > 1.

DEMONSTRATION. Soit (e, ... ,e,) une base de E(\), que I’on prolonge en une base e = (e, . .. ,
€ry...,6n) de E. On a donc posé : mg(A) =7, dim E = n.

Comme e, ... ,e, sont des vecteurs propres de A de valeur propre A, on a A(e;) = e;A pour
i=1,...,r, donc la matrice de A par rapport a la base e est de la forme

M, |U
e(A)e N ( OH—T,T V >

ou U e K<(n=7) ot V e K(n=m)x(n=7) Ep développant le déterminant suivant la premiére colonne
et en raisonnant par induction sur r, on obtient

Pea(X) = (X — A\ dét (X L, — V).

Cela montre que Pcy est divisible par (X — A\)", donc r < mg(\), ce qui achéve la démonstration
puisque 7 = mg(A). O

Traduction matricielle. Les notions définies ci-dessus se transposent immédiatement aux matrices
par Iintermédiaire de I'opérateur linéaire associé. Pour A € K™*" Topérateur associé A: K™ — K™
est défini par A(z) = A -z pour € K™. (On abuse des notations en notant les éléments de K™ en
colonnes : K™ = K"*1),

Un vecteur propre de A € K™*™ est donc un vecteur non nul z € K™ tel que

A-x=x)\ pour un certain A € K.
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Le scalaire A est appelé valeur propre de A associée au vecteur propre . Le polynome caractéristique
de A € K™*" est le polynéme caractéristique de l'opérateur A. Comme la matrice de A par rapport
a la base canonique de K™ est A, on a donc

Pca(X) = dét (X I, — A).
Ce polynéme est unitaire de degré n et ses racines sont les valeurs propres de A.
12.3. PROPOSITION. Soient A, P € K™"*". Si la matrice P est réguliére, les matrices A et P~1 -
A - P ont le méme polynéme caractéristique :
Pca =Pcp-1.4.p.
DEMONSTRATION. D’aprés la multiplicativité du déterminant, on a
dét (X I, —P ' A-P) = dét[P'-(XI,—A)-P]
= (dét P)~'dét (X I, — A)dét P
= dét (X I, — A).
O

Remarques : 1. Il y a aussi une relation entre les vecteurs propres de A et ceux de P~1-A-P :six
est un vecteur propre de A de valeur propre \, alors

A-xz=zx)
en multipliant les deux membres par P~!, on obtient
Pl A x=P .z
c’est-a-dire
(P A-P)-(Pt-2)=(P ' 2)),
donc P~!. z est un vecteur propre de P~1- A - P de valeur propre \. Inversement, si = est un vecteur
propre de P~1. A . P de valeur propre J, alors P -z est un vecteur propre de A de valeur propre \.
2. D’un point de vue heuristique, il est clair a priori que les valeurs propres de A et de P~1- A . P

sont les mémes, puisque ces deux matrices représentent le méme opérateur linéaire par rapport a des
bases différentes.

12.2. Triangularisation
12.4. PROPOSITION. Pour une matrice carrée A € K"*" les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) Le polynome caractéristique se décompose en produit de facteurs linéaires, c¢’est-d-dire qu’il
n’admet pas de facteur irréductible de degré > 1.

(b) Il existe une matrice réguliecre P € K™*" telle que la matrice P~ - A - P soit triangulaire
supérieure.

Si ces conditions sont satisfaites, les valeurs propres de A sont les entrées diagonales de la matrice
P~1.A.P.
DEMONSTRATION. (b) = (a) : Soit
A1 %

Pt.A.P=
0 An
D’apres la Proposition 12.3, on a Pcy = Pcp-1.4.p, et ce polyndéme est

X -\ %

dét (X I, —P'-A-P) = dét .
0 X -\
= (X =X1)...(X=\).
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Il se décompose donc en produit de facteurs linéaires. On voit de plus que les valeurs propres de A
sont les entrées diagonales de P~1- A - P.

(a) = (b) : On raisonne par induction sur n. Si n = 1, on peut choisir P = I; puisque toute matrice
d’ordre 1 est triangulaire supérieure. Pour la suite de la démonstration, on peut supposer que 1’énoncé
est vrai pour les matrices d’ordre n — 1. Comme Pcy4 se décompose en produit de facteurs linéaires,
ce polynome admet (au moins) une racine. Soit A\ € K une valeur propre de A et soit v € K™ un
vecteur propre correspondant. On a v # 0, donc (v) est une suite libre de K™, et 1’on peut trouver

des vecteurs vs, ..., v, € K™ tels que la suite (v, vs, ..., v,) soit une base de K. Soit
P = ( voVy e Up )EK”X"
la matrice dont les colonnes sont v, vs,...,v,. Comme la suite (v,vs,...,v,) est une base de K",

Pespace engendré par les colonnes de Py est K™ c’est-a-dire que C(P;) = K™, donc rang Py = n et la
matrice P; est inversible. Calculons le produit P, L. A P en décomposant P; par colonnes :

PrteA-P = (PfYAw PPUAwy o PIUCAwy, )
= (Pitoox PPYAuy o PITCAw, ).

Comme v est la premiere colonne de P;, on a

A
0
v )\ = Pl : . )
0
A
L 0
donc P, " -v )\ = .| La matrice P, - A- Py a donc la forme suivante
0
A U
L 0
Pr-A-P =
: B
0

pour une certaine ligne u € K(~1 et une certaine matrice carrée B € K"~Dx(=1) D’apres la
Proposition 12.3, on a Pcy = PcPl_l,A,P1 ; donc

X—)\| —u
0

PC A (X ) = dét

: XI,,—B
0

En développant le déterminant suivant la premieére colonne, on obtient

Pca(X) = (X — \) - Pep(X),

donc tout facteur irréductible de Pcp divise aussi Pcy. D’apres 'hypothese sur Pcy, le polyndome
caractéristique Pcp n’admet donc pas de facteur irréductible de degré > 1. On peut des lors utiliser
I’hypothese d’induction pour trouver une matrice réguliere Q d’ordre n — 1 telle que Q' - B - Q soit
triangulaire supérieure. On pose alors

P2 — c Kn Xn
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Un calcul direct donne

1]/0 - 0 1{o --- 0 rlo .- 0
0 0 0

: Q 5 Q! 5 Q-Q7"
0 0 0

donc la matrice P» est réguliere et

1|0 0
—1 0
Pt = E ot
0
On a
Pyl Pt AP Py =
1]0 0 A u 1]0 0
0 0
- Q! | B Q
0 0 0
A u-Q
0
| Q'-B-Q
0

= Ina
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Or, la matrice Q! - B-Q est triangulaire supérieure ; il en est donc de méme de P2_1 . Pl_1 -A-Py - Py,

et la condition (b) est satisfaite avec P = P; - Ps.

d

12.5. COROLLAIRE. Pour toute matrice A € C"*", il existe une matrice réqulicre P € C"*" telle

que P71 . A- P est triangulaire supérieure.

DEMONSTRATION. Le “théoréme fondamental de I’algébre” indique que tout polyndéme irréduc-
tible de C[X] est de degré 1. Par conséquent, la condition (a) (et donc aussi la condition (b)) de la

proposition précédente est satisfaite pour toute matrice carrée complexe.

d

En utilisant la réduction a la forme triangulaire, on peut donner une preuve élémentaire d’un

théoreme fondamental sur les polynomes matriciels. Si
f(X) =agt+a X +--+ap, X™"e€ K[X]

et A€ K™ ", on note
f(A) =aolp +a1A+ -+ a,A™ € KX,

Remarquons que pour toute matrice réguliere P € K™*™ et tout entier k > 0

(P A-PF = (P L. A-P).(P1A-P). ... . (P71 A4.P)
k
= pPl.A.....A4.P
—_——
k
= p AP
donc
f(P'-A-P) = al,+a;P7' AP+ - 4a, (P -A-P)™

p-Ll. (aOIn +a1A+ -+ amAm) P
P71 f(A)- P,
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12.6. THEOREME (Cayley—Hamilton). Pour toute matrice carrée A € C**™,

PCA(A) =0.
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DEMONSTRATION. D’apres le Corollaire 12.5, on peut trouver une matrice réguliecre P € C**»

telle que P~! - A - P soit triangulaire supérieure. Or,

Pca(P™'-A-P)=P ' Pca(A)-P,

et Pcy = Pcp-1.4.p d’apres la Proposition 12.3. 11 suffit donc de prouver :

PCP—l,A,P(P_l AP) = 0,

c’est-a-dire qu’il suffit de prouver le théoreme pour les matrices triangulaires supérieures.
Pour cela, on raisonne par induction sur I'ordre n des matrices. Si T' = (a) € C**!, alors Per(X)

X —aet
Per(T) = (a—a) =0 e C'*1,

ce qui prouve le théoréeme pour les matrices d’ordre 1.

Supposons le théoréeme vrai pour les matrices triangulaires d’ordre n — 1 et soit T' € C™*™ une

matrice triangulaire supérieure d’ordre n. On décompose

)\| u
0

T:
: T
0

ott u € CY*(™=1) et T” est une matrice triangulaire supérieure d’ordre n — 1. Comme dans la démon-

stration de la Proposition 12.4, on a alors

Per(X) = (X — A) - Pegr (X),

d’ou
PCT(T) = (T - )\In) . PCTI (T)
Or,
0 | U
0
T - )\In = .
. T — )\In—l
0
et
Per/ (M) | u’
0
PCTI (T) =
. PCTI (T/)
0

pour une certaine ligne v/ € C**(»=1_ L’hypothese d’induction indique que Pep/(T7) = 0, donc les

n — 1 derniéres lignes de la matrice Pcg/ (T') sont nulles. Dés lors,

0] u Per/ (M) |
0 0
PCT(T) = T/ Y )
n—
0 0
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12.3. Diagonalisation

Dans ce numéro, A désigne un opérateur linéaire sur un espace F de dimension finie sur un corps
K. On dit que 'opérateur A est diagonalisable s’il existe une base e de E par rapport a laquelle la
matrice . (A). est diagonale. L’objectif est d’obtenir un critére permettant de reconnaitre les opérateurs
diagonalisables.

12.7. LEMME. Soient A\1,...,\s € K des scalaires distincts deux a deux. La somme des espaces
propres E(A\1) + -+ -+ E(X\s) est directe.

DEMONSTRATION. On raisonne par induction sur s. Si s = 1, il n’y a rien & prouver; on peut
donc supposer que toute somme d’au plus s — 1 espaces propres est directe. Soit

(%) x4+ F+2s=0 avec x; € E(\;) pouri=1,...,s.
En appliquant A aux deux membres de cette égalité, on obtient
TiA + -+ T A =0,
puisque A(z;) = x;\;. Par ailleurs, en multipliant par A les deux membres de ’égalité (*), on obtient
T1ds + -+ A = 0.
En soustrayant membre a membre les deux derniéres égalités, il vient
1 (A= As) +- - Fxs1(Asm1 — As) = 0.
Comme z;(\; — As) € E(\;), on en déduit par ’hypothése d’induction
zi(Ai —As) =0 pouri=1,...,5—1,
dotix; =0pouri=1,...,s—1car \; — s # 0. En revenant & ’égalité (x), on obtient aussi z; = 0. O

12.8. PROPOSITION. Pour un opérateur linéaire A sur un espace E de dimension finie, les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) A est diagonalisable.
(b) Il existe une base de E constituée de vecteurs propres de A.
(¢) SiMi,..., N\ sont les différentes valeurs propres de A,
E=EMN)® - - @®E(\).
(d) Tous les facteurs irréductibles du polyndme caractéristique Pca sont du premier degré, et pour

toute valeur propre \ de A,
ma(A) = mg(N).

DEMONSTRATION. On va prouver :
(a) & (b) = (d) = (c) = (b).

La démonstration montrera de plus que pour une base ¢ = (ey, ... ,e,) donnée, la matrice o(A). est
diagonale si et seulement si les vecteurs ey, ... , e, sont propres. La i-eme entrée diagonale «; est alors
la valeur propre associée a e;.
(a) <= (b) : Supposons que e = (e, ... ,e,) soit une base de FE telle que (A), soit diagonale :

(05} O

e(A)e =

O Qp

Comme les colonnes de cette matrice sont les coordonnées de A(ey), ..., A(e,) par rapport & la base

e;onapourt=1,...,n
Ale;) =e1l0+ - +eja; + -+ e,0 =e;a.

Cette relation montre que e; est vecteur propre de A de valeur propre «;.
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Réciproquement, si e = (ey, ..., e,) est une base de F dont les éléments sont des vecteurs propres
de A, soit A(e;) = e;q, alors en plagant en colonnes les coordonnées par rapport & la base e des
vecteurs A(ey), ..., A(e,) on trouve une matrice diagonale :

(65} . O
0 an

(b) = (d) : Soit e une base de A constituée de vecteurs propres de A. Soient A1, ..., A, € K les
différentes valeurs propres des vecteurs de la base e. Quitte a changer la numérotation des vecteurs
de base, on peut rassembler les vecteurs propres de méme valeur propre et supposer

e(A)e =

e = (611, ey €lm €21 - 3 €2mg e 5 EpTy e ,e,«mr)
ou pour tout ¢ = 1,...,r les vecteurs e;1, ..., €;m, sont des vecteurs propres de valeur propre A; :
A(eij) Zeij)\i pOllI‘j = 1,... , My

La matrice .(A). est alors de la forme

)\1[m1 Oml,mz T Oml,mr

Omg,ml )\QImz o Omz,mr
e(A)e = .

Omr,ml Omr,mz e )\TIWLT

Son polynome caractéristique est facile a calculer :
Pea(X) =dét (X I, — e(A)e) = (X = A)™ -+ (X = A\)™.

Cette égalité prouve que tout facteur irréductible de Pc s est de degré 1 et que A n’a pas d’autre
valeur propre que Aq, ..., A.. On voit de plus

ma(A;) = my pour tout 1 =1,...,7.

Comme €;1, . .. , €m, sont linéairement indépendants et sont des vecteurs propres de valeur propre A;,
la dimension de ’espace propre E()\;) est au moins égale & m; :

mg(A;) = my =mg(N;) pour tout ¢ =1,...,7.

Or, la Proposition 12.2 montre que la multiplicité géométrique d’une valeur propre ne peut dépasser
la multiplicité algébrique, donc

ma(Ai) = mg(A;) pour tout i =1,...,7,

ce qui établit la condition (d).
(d) = (c) : D’apres le Lemme 12.7, la somme E(\1) + - - -+ E()\,.) est directe. On a donc

dim(E(M) @@ E\)) =dimE\) +--- +dim E(\,) = mg(A1) + - -+ mg(Ar),
et il suffit pour établir (c) de prouver :
mg(A1) + - +mg(\) =dim E.

D’apres (d), on a
Pea(X) = (X = A)™ (X = \)™

et mgy(Ai) = mg(A;) = m; pour tout ¢ = 1,...,r. Comme le degré du polynéme caractéristique est
égal a la dimension de I'espace, on a

dimE =mq +---+mp =mg(M) + -+ mg(Ar).

(¢) = (b) : Cela résulte immédiatement de la Proposition 5.6, p. 33. O
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12.9. COROLLAIRE. Si le polynome caractéristique d’un opérateur linéaire se décompose en produit
de facteurs linéaires distincts, alors l'opérateur est diagonalisable.

DEMONSTRATION. L’hypothése signifie que tous les facteurs irréductibles du polynome caracté-
ristique sont de degré 1 et que de plus m,(A) = 1 pour toute valeur propre \. La suite de relations

1=mg(A) =2 my(\) =1
qui se déduit de la Proposition 12.2 indique qu’alors
ma(A) = mg(A) =1

pour toute valeur propre A, donc la condition (d) de la proposition précédente est satisfaite, et
l'opérateur est diagonalisable. O

Traduction matricielle. Le résultat suivant indique comment traduire en termes matriciels ’exis-
tence d’une base de vecteurs propres :

12.10. LEMME. Soient A, P € K™ ™. On suppose que P est réquliére. Pour que la matrice P~ -
A - P soit diagonale, il faut et il suffit que les colonnes de P forment une base de K™ constituée de
vecteurs propres de A. Les entrées diagonales de P~' - A - P sont alors les valeurs propres de A.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que P est réguliére si et seulement si son rang est n, ce
qui revient a dire que les n colonnes de P forment une suite génératrice et donc une base de K™. Soit

P=(pa - pen)
la décomposition de P en colonnes. La condition
A Dui = Pri Ni pouri=1,...,n
(avec \; € K) est équivalente &
A-P=(par - Dwmtn ).

Or, le membre de droite de cette derniére équation est le produit matriciel P - A ou
)\1 O

A= .
0 An
Comme 'égalité A- P = P - A revient a

Pl A.-P=A,

le lemme est démontré. O

Voici la traduction matricielle du critére permettant de reconnaitre les opérateurs diagonalisables
(Proposition 12.8) :

12.11. PROPOSITION. Pour une matrice carrée A € K™*" les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) Il existe une matrice régquliere P € K™*" telle que P~ - A - P soit une matrice diagonale.
(b) Il existe une base de K™ constituée de vecteurs propres de A.

(¢) Tous les facteurs irréductibles du polynome caractéristique Pca sont du premier degré, et pour
toute valeur propre \ de A,
ma(A) =mg(A).

DEMONSTRATION. (a) < (b) : Cela résulte du lemme précédent.
(b) < (c) : Soit ¢ la base canonique de K™ et soit A: K™ — K" Popérateur linéaire associé a A.
On a donc (A), = A. L’équivalence de (b) et (c) résulte de la Proposition 12.8, car, par définition,
l'opérateur A et la matrice A ont le méme polynéme caractéristique, les mémes valeurs propres et les
mémes vecteurs propres. O
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12.12. COROLLAIRE. Si le polynéme caractéristique d’une matrice A € K™ ™ se décompose en
produit de facteurs linéaires distincts, alors il existe une matrice réguliere P € K™*™ telle que la
matrice P~ - A - P soit diagonale.

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du Corollaire 12.9, I’hypotheése sur le polynome
caractéristique entraine
ma(A) = mg(A) =1
pour toute valeur propre de A; le corollaire découle alors de I'implication (¢) = (a) de la proposition
précédente. O

Exercices

(12.1) (prérequis) Sans effectuer aucun calcul,

(a) Citez toutes les valeurs propres des matrices réelles suivantes :

5 7 14 -8 0 0 0 0
03 2 0 1 0 0 0
A‘oooz B_o\/ioo
00 0 7 0 0 3 0

Citez également un vecteur propre de ces matrices et déterminez si elles sont diagonalisables.

(b) Citez une valeur propre et un vecteur propre des matrices complexes suivantes :

49 0 0 1 0
A= 0 -2 8+4i B=| —i 141 0
0 7 2 21 2431

(12.2) Soit A un opérateur linéaire sur un espace de dimension n (finie).

(a) Montrez que le terme constant du polynéme caractéristique de Pca est (—1)"dét A.

(b) Montrez que 0 est valeur propre de A si et seulement si A est non inversible.

(c) Montrez que A et A? ont les mémes valeurs propres.
(12.3) Trouvez les valeurs propres et vecteurs propres des opérateurs linéaires suivants sur R3. Déter-
minez lesquels sont diagonalisables.

(a) A(z,y,2) = Qe +y+ 2,20+ 3y + 4z, —x —y — 22).

(b) A(z,y,2) = (2x —y+ 2,3y — 2,2z +y + 32).

(¢) Alz,y,2) = 2 +y+ 2,2¢+ 3y + 22,3z + 3y + 42).
(12.4) Pour chacune des matrices A suivantes, trouvez les valeurs propres réelles, une base de chaque
sous-espace propre, et, lorsque cela est possible, une matrice réelle P telle que P~!- A- P soit diagonale.

0 7 —6 2 21 8 (1) (1) 8
@ =14 0] il =21 2] @©
0 2 -2 3\ 1 22 2 00 0 1
6 17 —17 7
2 2 0 2-i 0 i
@ /(22 0] (o 0 14+i 0
00 1 i 0 2—i

(12.5) Cherchez les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices A suivantes. Si possible,
trouvez une matrice P telle que P~!- A - P soit diagonale.

1 00 1 10 110 1 0 0
(@) 0 1 0 Mo 10 @f o011 @l o -1 0
00 1 00 1 00 1 0 0 1

1 0 1 1 2 3 1 0 0

@ o -1 0 o -1 2 @] 0 -1 1

0 0 1 0 0 2 0 0 1
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(12.6) Pour chacune des matrices A suivantes, trouvez une matrice réguliere P telle que P! - A- P
soit triangulaire.

S 0 1 0 1 2 2
(a)(2 _1> mlo o 1] @ o 21
1 -3 3 -1 2 2

(12.7) Soit

Ay =

S O N
o N Q
O O

oll « est un parametre réel.

1. En discutant sur la valeur de «, trouvez les valeurs propres de A, et leur multiplicité algébrique,
les vecteurs propres de A, et une base des sous-espaces propres.

2. Trouvez ’ensemble des valeurs de a pour lesquelles A, est diagonalisable.

13. Théorie spectrale

Dans cette section, on s’intéresse a des opérateurs linéaires sur des espaces euclidiens de dimension
finie non nulle. Le corps des scalaires est donc R et les espaces considérés sont munis d’un produit
scalaire.

13.1. Opérateur adjoint

13.1. PROPOSITION. Soit A: E — F une application linéaire entre deux espaces euclidiens de
dimension finie, dont les produits scalaires sont notés respectivement (-|-)g et (-|-)p. Il existe une et
une seule application linéaire A*: F — E telle que

(%) (A@)|ly)r = (|A*(y)) & pour tout © € E et tout y € F.

De plus, si e est une base orthonormée de E et f une base orthonormée de F', alors
e(A%)y = (A)c.

L’application A* est appelée adjointe de 'application linéaire A.

DEMONSTRATION. Eristence : Fixons une base orthonormée e de E et une base orthonormée f
de F', et montrons que ’application A* dont la matrice par rapport aux bases e et f est la transposée
de celle de A :

(A" = s (A)
satisfait la propriété (x).

Solent x € E et y € F, de coordonnées (z) et s(y). Les coordonnées de A(z) et de A*(y) sont

alors

f(A(J?)) = f(A)e : e(x)
et
(A% (y) = (A5 - £ (y) = (A)e - £ ().
Comme les bases e et f sont orthonormées, on a d’apres le Lemme 10.3, p. 71,
A@r = [A @) 5)
(@) (A 5 ()

et, de méme,

@A W)e = (@) (A*(y))
(@) f(A) - 1 (y).

La propriété (x) est donc établie.
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Unicité : Supposons que B,C: F — E soient deux applications linéaires satisfaisant la propriété (x).
Alors pour tout = € E et tout y € F,

(@|B)e = (A@)ly)r = (|Cy)) e,

donc la différence entre le membre de gauche et le membre de droite est nulle :
(|B(y) —C(y))e =0 pour tout x € E et tout y € F.
En particulier, pour x = B(y) — C(y) on trouve
I B(y) — Cy)|I>=0,

donc

B(y) —C(y) =0 pour tout y € F,
ce qui signifie : B = C. O
Comme, en termes de matrices par rapport a des bases orthonormées, ’adjonction des applications

linéaires se ramene a la transposition des matrices, on peut établir pour les applications adjointes des
propriétés analogues a celles des matrices transposées :

PROPRIETES.
1. Pour A,B: F — F et a,0€R,
(A + BB)" = aA* + B*.
2. Pour A: E—>Fet B: F— G,
(Bo A)* = A* o B*.
3. Pour A: E — F,
(A" = A.

Ces propriétés se démontrent soit en comparant les matrices par rapport a des bases orthonormées
soit en revenant & la propriété caractéristique (*) des applications adjointes. Montrons par exemple
la propriété 3 : si e et f sont des bases orthonormées de E et F respectivement, on a

F(A))e = (A7)} = (5(A)0)" = f(A)es
donc (A*)* et A ont la méme matrice par rapport aux bases e et f, et par conséquent (A*)* = A. On
peut aussi raisonner comme suit : par définition, (A*)* est 'unique application linéaire (A*)*: E — F
telle que pour tout x € F et tout y € F,

(A*(y)|z) s = (YI(A")" (@) F-
Or, Papplication A posseéde cette propriété puisque, d’apres (x),
WlA@)r = (A@)ly)r = ([A"(Y) e = (A" (Y)|x)E-
On doit donc avoir (A*)* = A. O

13.2. Théoréme spectral

Le théoreme spectral indique que les opérateurs pour lesquels il existe une base orthonormée de
vecteurs propres sont exactement les opérateurs qui sont leur propre adjoint. Nous commengons par
montrer que le polynéme caractéristique d’un opérateur auto-adjoint n’a pas de facteur irréductible
de degré 2.

Pour toute matrice complexe A = (a;;) € C™*™ on note A la matrice dont les entrées sont
1<i<m
Isjsn
les nombres complexes conjugués des entrées de A :
A — (@) E CW’LXTL.
1<i<m
1<j<n

En particulier, si A est une matrice réelle, alors A = A.
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13.2. LEMME. Soit A € C"*™. Si A = A, alors toutes les valeurs propres de A sont réelles; en
particulier, toutes les valeurs propres dans C d’une matrice symétrique réelle sont réelles, donc son
polyndme caractéristique n'a pas de facteur irréductible de degré 2 dans R[X].

DEMONSTRATION. Soit 2z € C* = C™*! un vecteur propre de A de valeur propre \ :
A-x=zx\
En multipliant & gauche par T?, on obtient
TA-rx=T"-z\
En transposant et en conjuguant les deux membres, on obtient par ailleurs
T -Zt =T -xx,
donc, comme A= A,

(1) Tz A=T"-x\
Or, six = : , alors

T or=Tiri 4+ Tty = |x1|2_|_..._|_ |37n|2;
en notant |z| le module d’un nombre complexe z. Comme z # 0 puisque x est un vecteur propre, on
a T - x # 0, donc ’égalité (1) entraine
A=\
O

13.3. THEOREME SPECTRAL. Pour un opérateur linéaire A sur un espace euclidien E de dimen-
sion finie, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe une base orthonormée e de E telle que la matrice .(A)e soit diagonale.
(b) 1l existe une base orthonormée e de E constituée de vecteurs propres de A.

(¢) Si A1,..., N\ sont les différentes valeurs propres de A, l’espace E se décompose en somme
directe orthogonale :

1L
E=EM\N)®---®E(\),
c’est-a-dire que
E=EMN)®---@®E(\)
et que de plus pour i # j tout vecteur de E(\;) est orthogonal & tout vecteur de E(\;).

(d) L’opérateur A est auto-adjoint :
A* = A

DEMONSTRATION. (a) <= (b) : Les arguments utilisés dans la démonstration de 1’équivalence
(a) <= (b) de la Proposition 12.8 s’appliquent ici. Ils montrent qu’une base e de E est constituée
de vecteurs propres de A si et seulement si la matrice .(A). est diagonale.
(a) = (d) : Comme e est une base orthonormée, on a (A*). = (A)L. Comme de plus la matrice .(A),
est diagonale, on en déduit

e(A*)e = e(A)e;

donc A* = A puisqu’un opérateur linéaire est déterminé de maniere unique par sa matrice par rapport
a la base e.
(d) = (b) : On raisonne par induction sur la dimension de E. Si dim E = 1, il n’y a rien & prouver
puisque tous les vecteurs non nuls de E sont propres. Supposons dim E =n > 1. Vu le Lemme 13.2,
on peut trouver dans F un vecteur propre de A. Quitte a le diviser par sa norme, on peut supposer
que ce vecteur est normé. Notons-le e, et considérons son orthogonal dans F :

V = sev(el)l
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C’est un sous-espace de dimension n — 1 (voir le Corollaire 11.3, p. 74). Pour appliquer ’hypothese
d’induction, on va prouver que la restriction de A & V :

Aly: V—oFE z+ A(z)

est en fait un opérateur linéaire sur V, c’est-a-dire que A(V) C V.
Soit A(e1) = e;A1. Comme A est auto-adjoint, on a pour z € F

(e1]A(z)) = (A(er)|z) = Ai(ex]z).

Des lors, (e1]|A(x)) = 0si (e1]x) =0, c’est-a-dire si € V. On a donc bien A(V) C V.

Dire que A est auto-adjoint revient & dire que (A(z)ly) = (x|A(y)) pour z, y € E. Si cette
condition est satisfaite pour z, y € E, elle l'est a fortiori pour x, y € V, donc A|y est un opérateur
auto-adjoint sur V. Par hypothese d’induction, il existe une base orthonormée (es,...,e,) de V
constituée de vecteurs propres de Aly, donc de A. Comme E = sev(e;) @ V (voir le Corollaire 11.3,
p. 74) et que ey est orthogonal a tout vecteur de V', la suite (eq, e, .. ,e,) est une base orthonormée
de F constituée de vecteurs propres de A.

(b) = (c) : Vu la Proposition 12.8, la condition (b) entraine

E=BEM\) & oEM\)
ol A1, ..., A sont les différentes valeurs propres de A. Il ne reste donc plus qu’a prouver
(z|ly) =0 sixz € E(\) et y € E()j) avec i # j.
Calculons pour cela (A(z)]y). Comme x € E();), on a A(x) = x);, donc
(1) (A(x)ly) = Ni(ely).

Par ailleurs, on a (A(z)|y) = (x|A*(y)). Comme on a déja prouvé que la condition (b) entraine A* = A,
et comme A(y) = y\; puisque y € E();), on en déduit

(8) (A(z)ly) = (z[y) Aj-

Sii# j, alors \; # A; et les égalités (I) et (§) entrainent (z]y) = 0.

(¢) = (b) : En juxtaposant des bases orthonormées de E(A1),. .., E().), on obtient une base ortho-
normée de E constituée de vecteurs propres de A. O

Traduction matricielle. Pour traduire le théoréme 13.3 en termes de matrices, on passe, comme
dans la section 12.3, par 'intermédiaire de ’opérateur linéaire associé a une matrice carrée.

Soit A € R™" et soit A: R™ — R™ I'opérateur linéaire associé. On munit R™ du produit scalaire
usuel, pour lequel la base canonique ¢ est orthonormée. Comme A est la matrice de A par rapport a
la base canonique, on a, par la Proposition 13.1,

Q) (A7) = A,

donc A est auto-adjoint si et seulement si A = A?.
Pour traduire en termes matriciels les changements de bases orthonormées de R™, on utilise le
résultat suivant :

13.4. LEMME. Les colonnes d’une matrice carrée Q € R™*™ forment une base orthonormée de
R™ si et seulement si la matrice Q est inversible et Q~' = Q1.

Les matrices qui possedent les propriétés de 1’énoncé sont appelées matrices orthogonales.®

DEMONSTRATION. On sait que @ est inversible si et seulement si rang@ = n (voir le Corol-
laire 6.6). Comme le rang d’une matrice est la dimension de I’espace engendré par ses colonnes, cette
condition est réalisée si et seulement si les colonnes de ) forment une base de R™. Pour établir que

1Pour qu’une matrice de R™*"™ soit orthogonale, il ne suffit donc pas que ses colonnes forment une base orthogonale
de R™!
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—1

cette base est orthonormée si et seulement si QY = Q~!, on calcule le produit Q@ en décomposant

Q par colonnes. Soit ) = ( G«1 " Qsn ) ; alors

i G g by Qen

QtQ: '(Q*l q*n):
t t t

Qs Qiny " 451 " Gy~ Gxn
On a donc Q'Q = I,, si et seulement si ¢!, - g.; = 85, ce qui revient & dire que la base (g1, .. , Gun)
est orthonormée, puisque ¢, - ¢.; = (¢xi|¢+j). Comme la matrice Q est carrée, la condition Q'Q = I,
est équivalente & Qf = Q! par le Théoreme 2.8. O

Voici a présent la version matricielle du théoreme spectral :

13.5. THEOREME SPECTRAL. Pour une matrice réelle A € R"*™ les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Il existe une matrice orthogonale Q € R™ ™ telle que Q=1 - A - Q soit une matrice diagonale.

(b) 1l existe une base orthonormée de R™ pour le produit scalaire usuel constituée de vecteurs
propres de A.

(¢) La matrice A est symétrique :
Al = A.
De plus, les matrices orthogonales @ satisfaisant la condition (a) sont les matrices dont les colonnes
forment une base orthonormée de R™ constituée de vecteurs propres de A et les entrées diagonales de
Q' A-Q sont les valeurs propres de A.

DEMONSTRATION. (a) <= (b) : Cela résulte des Lemmes 12.10 et 13.4.
(a) < (c) : Cela découle du Théoreme 13.3, appliqué a lopérateur A: R™ — R™ associé a A. En
effet, cet opérateur est auto-adjoint si et seulement si A est symétrique, vu la relation (1). O

Remarque : On peut aussi donner une démonstration directe de ’équivalence (b) <= (c). Vu le
Lemme 13.2, le polynéme caractéristique Pca(X) € R[X] se décompose en produit de facteurs réels
de degré 1. La Proposition 12.4 livre alors une matrice réguliere P € R"*" telle que P~!- A - P soit
triangulaire supérieure ; soit

(N Pl.A.P=T
D’apres la Proposition 11.7 (p. 77), on peut factoriser
P=Q R
ol @) € R™™™ est une matrice orthogonale et R € R™*™ est une matrice triangulaire supérieure dont
les entrées diagonales sont non nulles. De I’équation (||) on tire alors
Q' A-Q=R-T-R .

Or, l'inverse d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure et tout
produit de matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure, donc Q- A-Q
est une matrice triangulaire supérieure.

Par ailleurs, comme A est symétrique, un calcul montre que Q' - A-Q est aussi symétrique. Dés
lors, @' - A-Q est diagonale puisqu’elle est & la fois triangulaire supérieure et symétrique.

Pour établir la réciproque, il suffit de remarquer que les matrices diagonales sont symétriques et
que si Q7'+ A-Q est symétrique pour une matrice Q orthogonale, alors A est symétrique.

Exercices

(13.1) Pour chacune des matrices A suivantes, trouvez une matrice orthogonale P telle que P~1-A- P
soit diagonale :

2 0 -1 3.2 2
@ 0 2 o0 M2 2 o0
~1 0 2 2 0 4
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(13.2) Soit A un opérateur sur un espace E de dimension finie. Démontrez : Ker A* = (Im A)* et
Im A* = (Ker A)*.

(13.3) Soit @ € R™ ™. Montrer que @ est orthogonale si et seulement si Q' est orthogonale. En
déduire qu'une matrice est orthogonale si et seulement si ses lignes forment une base orthonormée de
vecteurs propres de R™ (pour le produit scalaire usuel).

(13.4) Soit P: E — FE un opérateur linéaire sur un espace euclidien de dimension finie. Montrer que
P est une projection orthogonale sur un sous-espace de E si et seulement si P est auto-adjoint et
P?2=P.

(13.5) Soient P, P’ des opérateurs linéaires sur un espace euclidien E de dimension finie. On suppose
que P est la projection orthogonale sur un sous-espace V C E et que P’ est la projection orthogonale
sur un sous-espace V' C E. Montrer que V et V' sont orthogonaux si et seulement si PoP’ = P'oP = 0.

(13.6) (pour aller plus loin) En utilisant les deux exercices précédents, montrer que 1’on peut
exprimer le théoreme spectral sous la forme suivante : pour tout opérateur auto-adjoint A sur un
espace euclidien F de dimension finie, il existe des opérateurs Py, ..., P, et des nombres réels Ay,
..., A distincts deux & deux tels que Pio Pj =0 pour i # j, P2 =P, =P, Py +---+ P. = Ig et
A=MP+- -+ ArP..



CHAPITRE VII

Formes quadratiques

Une forme quadratique réelle en n indéterminées x1, ... , T, est un polynéme homogene de degré 2
a coefficients dans R. Un tel polynome s’écrit sous la forme

q(xl, e ,xn) = Z aijxixj.

1<i<jisn

Deux formes quadratiques g(x1,...,2,) et ¢ (x},...,z),) sont déclarées équivalentes si l'on peut
passer de 'une a ’autre par un changement linéaire de variables, c’est-a-dire par un changement de

variables du type

n n
I _ e L o
z; = Pijxj T = Py
Jj=1 Jj=1
pour certains coefficients p;;, p;j e R.
Le premier objectif de ce chapitre est de classifier les formes quadratiques réelles & un changement
linéaire de variables pres. Dans la deuxieéme partie, on développe un point de vue plus géométrique en
montrant que les formes quadratiques correspondent a des produits scalaires généralisés.

14. Classification des formes quadratiques réelles

A toute forme quadratique
q(.]?l, e ,.Iin) = Z Qi TiT (S R[Jﬁl, R ,Jin]
1<i<jgsn

on associe la matrice symétrique

aiz Ain
all 2 a2
éQ a22 én
A = . )
A1n a2p
éﬂ éﬂ Tt OGnn
qui est la seule matrice symétrique telle que
z1
q(xl,...,xn)z(xl xn)-A-
Tn

Cette derniere égalité se note simplement
x1
X)=X"A-X ou X =
L

Pour préciser quelle relation sur les matrices de coefficients correspond a 1’équivalence des formes
quadratiques, considérons une autre forme quadratique

/ / / / ! !
q (xh,...,2,) = E ;T
1<i<jsn
de matrice symétrique associée A’, de sorte que
t
gXH=X"-A.X".

97
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Un changement linéaire de variables s’exprime sous la forme
X' =P X, X=P X

ol P, P € R"*", (Ces relations indiquent que P- P’ = P'.- P = I,,, donc P et P’ sont deux matrices
inverses I'une de lautre. La condition que le changement de variables transforme la forme ¢'(X’) en
q(X) s’exprime comme suit :
¢ (P-X)=q(X)
c’est-a-dire
(P-X)'- AP X=X A X
Comme une forme quadratique détermine de maniere unique la matrice symétrique associée, 1’égalité

Xt.pPt.A P X=X'"AX

ne peut avoir lieu que si Pt - A’ - P = A. L’équivalence des formes quadratiques revient donc &
I’équivalence des matrices symétriques associées sous la relation suivante : les matrices symétriques A
et A’ sont congruentes s’il existe une matrice réguliere P telle que

A=P'. AP

On peut des lors utiliser les résultats des chapitres précédents sur les matrices symétriques pour obtenir
des informations concernant les formes quadratiques.

14.1. Diagonalisation

14.1. PROPOSITION. Toute forme quadratique réelle en n indéterminées est équivalente a une
forme diagonale

alx% + -+ anx%
pour certains scalaires ay,. .. ,a, € R,

DEMONSTRATION. Soit ¢(X) = X'+ A- X une forme quadratique en n indéterminées, de matrice
symétrique associée A. D’apres le théoréme spectral 13.5, on peut trouver une matrice orthogonale )
telle que Q! - A - Q soit diagonale; soit

QA Q=A,

les entrées diagonales de A étant les valeurs propres \j, ..., A, de A. Comme Q! = Q ', le changement
de variables
X'=Q"'X X=0Q-X
transforme la forme quadratique ¢(X) en
¢(X)=q@Q X)=X"Q" A Q X' =X" A X/;
donc ¢(X) est équivalente a la forme

q (X" = )\13:’? 4.+ )\nx’i.

Techniques de diagonalisation. Plusieurs méthodes permettent de réduire une forme quadratique
réelle ¢(X) = Xt - A- X en n indéterminées, de matrice symétrique associée A € R™*" 4 la forme
diagonale.

1. La méthode la moins économique est celle utilisée dans la démonstration de la Proposition 14.1.
Elle consiste a trouver une base orthonormée de R™ constituée de vecteurs propres de A. Si () est la
matrice dont les colonnes sont les vecteurs de cette base orthonormée, alors le changement de variables
X = Q- X' réduit la forme quadratique ¢(X) a la forme diagonale

¢ (X" = Alx’? + .+ )\nx’i

ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de A.
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2. On peut utiliser les opérations élémentaires sur la matrice A, a condition de faire suivre chaque
opération élémentaire sur les lignes par la méme opération élémentaire sur les colonnes. Cela revient
en effet a multiplier la matrice A & gauche par une matrice élémentaire F et a droite par sa transposée
Et. On obtient ainsi une nouvelle matrice A’ = E - A- E? qui est congruente a la matrice A ; la forme
quadratique correspondante est donc équivalente a la forme quadratique donnée.

3. Un procédé particulierement économique est la méthode de complétion des carrés. 1l s’agit d’une
suite de changements de variables par lesquels les termes rectangles x;x; (avec ¢ # j) sont successive-
ment éliminés.

Supposons d’abord que les coefficients des termes carrés z2

i
exemple a?, # 0. Ecrivons alors la forme quadratique donnée en rassemblant tous les termes qui ne
contiennent pas zj :

ne soient pas tous nuls. Soit par

Q(xla .- 7~rn) = allx% + (a12$1$2 + -+ alnxlxn) + Q1($2, s 7~rn)-

Comme on a supposé a1 # 0, on peut poser

a12 QA1n
!
Ty =21+ -—x2+ -+ L,
2@11 2@11
de sorte que
1 a a 2
12 2 12 in
7" = 2]+ —(a12r172 + - + a1 T170) + (—xz +o xn> ;
a 2a11 2a11
alors
,2 1 2
q(r1, ..., xn) = ant) +qu(wo, ..., 2,) — Tars (@122 + -+ - + a1nay)
11
_ 1 2
En posant qQ(‘T"Qa s 7'1:") - (h(-l?g, s 7-rn) - m(a&Ql‘Q + - a/lnxn) , Ol & donc
/2
q(z1,. .. xn) = anz]” + q(x2, ..., Tn),
et ’on peut envisager de répéter Iopération précédente sur la forme quadratique ga2(x2, . . . , 2, ), dont

le nombre de variables est n — 1.

Cela n’est possible a priori que si les coefficients des termes carrés de go ne sont pas tous nuls.
Cependant, il est possible de modifier la procédure ci-dessus pour faire face a la situation ou les
coefficients des termes carrés sont tous nuls.

Supposons par exemple a11 = as2 = 0 et a12 # 0. Le changement de variables

/ /
Ty = X1+ Ty
To = ) —ah
fait alors apparaitre les termes carrés
;2 ;72
a12x7 — A12T9
et ramene a la forme précédente.

On peut formaliser cette méthode tout en explicitant la condition pour qu’il ne soit pas nécessaire
de recourir a la modification ci-dessus :

14.2. PROPOSITION. Soit A = (aij)1<ij<n € R™*™ une matrice symétrique. Pour k =1,...,n,
on considére la sous-matrice symétrique

A = (aij)1<ig<k
et on pose
O = dét Ay, pour k=1,... n.

Soit aussi
o =1.
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Si 6k # 0 pour k =1,...,n, alors il existe une matrice triangulaire supérieure R € R™*™ dont toutes
les entrées diagonales sont €gales a 1 telle que

81/60
R-A-R b2/ ’

O 6n/6n—1
En particulier, la matrice R est réguliére et le changement de variables X = R - X' transforme la
forme quadratique q(X) = Xt - A-X en
6n /2

6
q/(X/):_lx/?_‘_"'_‘_ T,
60 6n—1

DEMONSTRATION. On raisonne par induction sur n. Si n = 1, il suffit de prendre R = (1).
Supposons donc la propriété établie pour les matrices d’ordre n — 1. On peut ’appliquer & A,,_1 pour
trouver une matrice triangulaire R, _1 dont toutes les entrées diagonales sont égales a 1 et telle que

(51/(50 O

Rfl—l : An—l . Rn—l - .,
O 6n—1/6n—2

o Ry 1w
w=(5)

o1 v € R™ ! est un vecteur que ’on se propose de déterminer de telle sorte que les conditions requises
soient satisfaites. Quel que soit v, la matrice R est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
Pour déterminer sous quelle condition la matrice R - A - R est diagonale, décomposons la matrice A
de maniére semblable & R :
A= ( Ant—l (4 > .
u Apn

Rﬁz—l Ap_1- Ry | Rﬁz—l (Ap—1 v+ u) >
(Ut “Ap-1+ ’U,t) - Ry | T

Posons

Un calcul par blocs donne

(+) Rt-A-Rz(

onzr=1uv-A,_1-v+v-ut+ut-v+a,, Comme par hypothese la matrice A,,_1 est réguliere, le
systeme linéaire

An—l - X4+u=0
admet une solution. Si I’on choisit pour v cette solution, alors le coin supérieur droit de R* - A - R
dans la décomposition () est nul. Le coin inférieur gauche 1’est aussi, puisque la matrice RY- A- R est
symétrique. Comme la matrice Rf,_; - A,,_1 - R,,_1 est diagonale, il en est de méme de R - A - R; soit

(51/(50 O

RI.A-R=
(T) 6n—1/6n—2
0 @

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que x = 6,,/6,—1.
Comparons pour cela les déterminants des deux membres de (). Comme R est une matrice
triangulaire avec des 1 sur la diagonale, on a dét R = 1, donc

61 6 Op_
dét A=dét (R'-A-R)=—=>.=2.....2=L.
bo 01 On—2
Comme dét A = 6,, et 69 = 1, cette derniere relation peut s’écrire 8,, = 6,,_1 - x, donc
= on
6n—1
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14.2. Invariants

L’objectif de cette section est de dégager des invariants de formes quadratiques réelles qui per-
mettent de classifier celles-ci a équivalence pres. Le premier de ces invariants utilise une notion connue :

Rang.

14.3. PROPOSITION. Le rang de la matrice symélrique associée a une forme quadratique ne varie
pas par changement de variables.

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que des matrices congruentes ont le méme rang. Soit
A =P .A.P

ou P est une matrice réguliere. Comme le rang d’'un produit de matrices est majoré par le rang de
chacun des facteurs, on a

rang A’ < rang A.
Cependant, comme P est réguliére, on a aussi

(PHYy™t.A.Pt=A

et le méme argument donne

rang A’ > rang A.
On a donc bien

rang A’ = rang A.

O

Le rang de la matrice symétrique associée a une forme quadratique est donc un invariant de la forme a
équivalence pres. En abusant légerement de la terminologie, on 'appelle rang de la forme quadratique ;
si A est la matrice symétrique telle que g(X) = X* - A- X, on pose donc

rang q = rang A.

Indices. Deux autres invariants peuvent étre définis a partir d’'une diagonalisation quelconque :

14.4. THEOREME (Loi d’inertie de Sylvester). Soit ¢ une forme quadratique réelle en n indéter-
minées et soit
d(z1,...,7,) = a175 + - + a2
une forme quadratique diagonale équivalente o q. Soit encore r (resp. s, resp. t) le nombre de coeffi-
cients a; > 0 (resp. a; <0, resp. a; = 0), de sorte que
r+s+t=n.

Les entiers r, s et t ne dépendent que de la forme quadratique q et non du choiz de la forme diagonale
d équivalente a q, et
rangqg =1+ s.

DEMONSTRATION. Supposons que
1o / ;12 ’ror2
d('xla"'rxn):alxl +oetanTy,

soit une autre forme quadratique diagonale équivalente a ¢. Quitte a changer la numérotation des
indéterminées, on peut supposer

a; >0 pourt=1,...,7r

a; <0 pourt=7r+1,....,r+s

a; =0 pourt=r+s+1,...,r+s+t=n.
De méme, supposons

a; >0 pouri=1,...,7

a; <0 pouri=7r+1,...,r" +5

a, =0 pouri=7"+s+1,...,r" +s +t =n.
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1l s’agit de prouver

et
(4 r+s=rangqg=r1r"+5s".
Soit A la matrice symétrique associée a q :
X)=X"A.-X
et soient D et D’ les matrices diagonales dont les entrées diagonales sont respectivement aq, ..., ay

/ !/ .
et ay,...,a, :

@ 0 " 0
D= D =
0 an 0 an,
Par hypothese, ces matrices sont congruentes a A ; il existe donc des matrices réguliéres (de changement
de variables) P et P’ telles que

P'.A-P=D P'-A.-P=D.
D’apres la Proposition 14.3, on a
rang D = rang A = rang D',
ce qui établit la relation (1). On en déduit
t=n—(r+s)=n—>0"+5)=t.
Pour conclure la démonstration, il suffit & présent de prouver r = r’ car alors
s = (rangq) —r = (rangq) — 1’ = 5'.

Soit V' C R" le sous-espace engendré par les r premieres colonnes de P. Comme P est réguliere, ses
colonnes sont linéairement indépendantes, donc

dimV =r.

Par ailleurs, les vecteurs de V' s’écrivent tous sous la forme

1
T
= P . T
Y 0
0
pour certains z1,...,x, € R, et
T
t Ly
q(v) = ’U'A-’U:(xl SR o .- O)D 0
0
= alx%—l— . --—l—a,«xz.
Comme ayq,...,a, > 0, on voit que g(v) = 0 pour tout v € V, et ’égalité g(v) = 0 n’a lieu que si

r1=---=x, =0, c’est-a-dire si v = 0.
Considérons par ailleurs le sous-espace W C R™ engendré par les s’ +t' dernieres colonnes de P’.
On a
dmW =&+t =n -1’
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et tout vecteur de W s’écrit

0
0
w= P ,
Lrp1
T,
pour certains x;_H, ...,z € R. Pour un tel w, on a
2 2
q(w) = a;~+1x;~+1 + Tt ana,
donc
q(w) <0
puisque a;.,q,...,a;, <O0.
Des lors,
Vnw ={0}

car si Uintersection VN W contenait un vecteur u # 0 on devrait avoir d’une part g(u) > 0 car u € V,
u # 0, d’autre part g(u) <0 car u € W.
Par la relation qui lie dim(V 4+ W) et dim(V N W) (Proposition 5.7, p. 34), on en déduit

dim(V + W) =dimV +dimW =r + (n — ).

Or, V4+ W C R™, donc
dim(V + W) < dimR" = n.

!

En combinant les deux derniéres relations, on obtient r +n — r’ < n, c’est-a-dire

r<r.
En échangeant les roles de D et D', on obtiendrait de méme
r <,

donc

d

Le nombre de coefficients > 0 dans une diagonalisation quelconque d’une forme quadratique ¢
est appelé indice de positivité de q et noté ind; g. De méme, le nombre de coefficients < 0 dans une
diagonalisation quelconque de g est appelé indice de négativité de q et noté ind_ g. Comme on l’a
observé dans le théoréme précédent,

ind4 ¢ +ind_ ¢ =ranggq.

Les indices permettent de détecter certaines propriétés des formes quadratiques : une forme quadra-
tique réelle g en n indéterminées est dite définie positive si

q(z1,...,2,) >0 pour tout (z1,...,2,) € R* ~{(0,...,0)};
elle est dite semi-définie positive si
q(x1,...,2,) 20 pour tout (x1,...,x,) € R™.
On dit aussi que g est définie négative si
q(z1,...,7n) <0 pour tout (x1,...,2,) € R"~{(0,...,0)}
et qu’elle est semi-définie négative si
q(x1,...,2,) <0 pour tout (x1,...,x,) € R™.

14.5. PROPOSITION. Soit q une forme quadratique réelle en n indéterminées. La forme q est
définie positive (resp. définie négative) si et seulement si indy q = n (resp. ind_q = n). Elle est
semi-définie positive (resp. semi-définie négative) si et seulement siind_ g =0 (resp. indy g =10).
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DEMONSTRATION. Soit
2 2
d(x1, ..., xn) = a1y + - + anzs
une forme quadratique diagonale équivalente & q. Si A est la matrice symétrique associée a ¢, on a
donc
aq O

O Gn,

pour une certaine matrice réguliere P. En particulier, si p.; est la i-eme colonne de P, alors

Pl A-P=

4(psi) = Dy - A~ Pui = ai.
Deés lors, si q est définie positive on a a; > 0 pour tout ¢, donc ind ¢ = n. De méme, si g est semi-définie
positive on a a; > 0 pour tout i, donc ind_ ¢ = 0.
Réciproquement, si indy ¢ = n, alors a; > 0 pour tout 4, donc
d(x1,...,xn) >0 pour tout (x1,...,2,) € R"~{(0,...,0)}
et si ind_ g = 0, alors a; > 0 pour tout ¢, donc
d(x1,...,2n) =0 pour tout (x1,...,2,) € R™

Or, pour X € R" on a ¢(X) = d(P~!- X), donc ¢ est définie positive si et seulement si d 'est. La
démonstration est semblable pour les conditions de définie négativité et de semi-définie négativité. O

14.6. COROLLAIRE. Soit q(X) = X' - A- X une forme quadratique réelle en n indéterminées, de
matrice symétrique associée A. Si q est définie positive, alors' détA > 0.

DEMONSTRATION. Comme dans la proposition précédente, on peut trouver une matrice inversible
P telle que la matrice Pt- A- P est diagonale, toutes ses entrées diagonales étant strictement positives.
On a alors dét (P - A- P) > 0, donc
dét P dét A dét P = dét A (dét P)? > 0,

ce qui entraine dét A > 0. O

Les techniques de diagonalisation indiquées au numéro précédent permettent de déterminer les inva-
riants des formes quadratiques :

14.7. PROPOSITION. Soit q(X) = X*- A- X une forme quadratique réelle en n indéterminées, de
matrice symétrique associée A = (a;j)1<i,j<n-
1. Lindice de positivité (resp. de négativité) de q est le nombre de valeurs propres strictement
positives (resp. strictement négatives) de A.
Pourk=1,...,n, soit
A = (aij)1<i7j<k et O = dét Ay.
Soit aussi 6 = 1.
2. Sibk #0pourk =1,...,n, Uindice de positivité (resp. de négativité) de q est le nombre de réels
strictement positifs (resp. strictement négatifs) parmi les quotients 6y /bx—1 pour k =1,... n.
3. La forme q est définie positive si et seulement si 6 > 0 pour tout k=1,... n.
DEMONSTRATION. 1. La diagonalisation de ¢ obtenue par une base orthonormée de vecteurs

propres de A est
A+ A2l

ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de A. Cela prouve la premiére partie.
2. Si 6 # 0 pour tout £k = 1,...,n, alors la Proposition 14.2 produit la diagonalisation suivante de
T 6 1 o
1 92 2 9 n 2
6o " * 67 On—1 "

La deuxiéme partie en découle.

ILa réciproque n’est pas vraie; voir la Proposition 14.7 ci-dessous.
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3. Si 8 > 0 pour tout k = 1, ..., n, alors la deuxieme partie montre que ind; ¢ = n, donc g est
définie positive. Réciproquement, il est clair que si ¢ est définie positive, alors pour tout k =1, ...,
n la forme quadratique en n variables

qr(z1, ... 2k) = q(x1, ... , 2k, 0,...,0)

est définie positive. Comme la matrice associée a la forme quadratique g est Ay, le Corollaire 14.6
montre que 8 > 0. O

La proposition suivante indique que les indices de positivité et de négativité d’une forme quadratique
suffisent a la déterminer de maniere unique a équivalence pres :

14.8. PROPOSITION. Toute forme quadratique réelle en n indéterminées d’indice de positivité r
et d’indice de négativité s est équivalente a la forme
2 2 2 2
It AT T T T T
En particulier, toute forme quadratique réelle définie positive en n indéterminées est équivalente a la

forme

2 2
xl_‘_..._‘_l‘n.

DEMONSTRATION. Par hypothese, la forme quadratique g est équivalente & une forme diagonale

d(yla cee 7y7l) = a/ly% + e + a/"y%

dont le nombre de coefficients a; > 0 est r et dont le nombre de coefficients a; < 0 est s (et donc le
nombre de coefficients a; = 0 est n — (r + s)). Quitte & changer la numérotation des indéterminées,
on peut supposer

a; > 0 pourt=1,...,7r
a; < 0 pourt=7r+1,...,r+s
a; = 0 pourt=r+s+1,...,n.

On effectue alors le changement de variables suivant :

Yi = (ai)l/Qxi pourt=1,...,7r
yi = (—a)'z pouri=r+1,...,7r+s
et la forme quadratique d(y1, - .. ,yn) devient
Jﬁ%—l—---—l—xz—xzﬂ —---—x%+s.

Exercices

(14.1) (prérequis) Donnez un exemple de forme quadratique réelle en trois variables dont le rang
est 3 et dont 'indice de positivité est 1.

(14.2) L’indice de positivité d’une forme quadratique peut-il étre strictement plus grand que son
rang?
(14.3) Pour chacune des formes quadratiques ¢ ci-dessous,
(a) donnez la matrice symétrique A associée ;
(b)
(c) trouvez une matrice orthogonale P telle que P*- A - P soit diagonale;
)

d

cherchez les valeurs propres et vecteurs propres de A;

réduisez g a une forme diagonale par la méthode de complétion des carrés, et déterminez la
matrice de changement de variables correspondante ;

(e) déterminez le rang, 'indice de positivité et 'indice de négativité de q.
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322 + 2wy10 + 22

23:% + 129 — 33:%.

5% + 3(x3 — 23) — daows.

—T2% + 2523 + Tx3 — 4871 73.

x% + x% + x% — 22129 — 22173 — 22273.
x% — x% + 6$§ +4x129.

2$% —4x1x0 + 2x173 + x% — 2xox3 + %x%

drix9 + 21123 + x% + 2x913.

© o N e W

x% + 2x113 + 23:% + xo13.

—
)

. x% + x% + x% + 2x123 + axoTy4, OU (v est un parametre réel.

(14.4) Déterminez le rang, I'indice de positivité et l'indice de négativité de la forme quadratique
suivante d’apres la valeur du parametre réel « :

x% — 22129 + 20123 + 23:3 + 83:%.

(14.5) Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n. Montrez que la forme quadratique ¢(X) =
X! . A- X est définie positive si et seulement si A = P! - P pour une certaine matrice réguliere P.
Déterminez une matrice P telle que
1 1 "
(1 1)rn

(14.6) Deux matrices symétriques congruentes ont-elles le méme déterminant ? Ont-elles les mémes
valeurs propres ? Ont-elles le méme rang ? Si oui, justifiez ; si non, donnez un contre-exemple.

(14.7) Montrez que le signe (> 0, < 0 ou = 0) du déterminant de la matrice symétrique associée &
une forme quadratique réelle est un invariant de la forme.

(14.8) (pour aller plus loin) Soit ¢ une forme quadratique réelle en n variables. Prouvez que si
Iéquation g(x1,...,x,) = 0 n’a pas d’autre solution que la solution triviale 1 = - - - = x,, = 0, alors
la forme q est définie positive ou définie négative.

15. Espaces quadratiques
15.1. Formes bilinéaires symétriques

Soit E un espace vectoriel réel. Une forme bilinéaire symétrique sur E est une application
b: ExFE—R
satisfaisant les conditions suivantes :
1. Bilinéarité : pour z,y,z € E et a, 3 € R,
blxa+yB,z) = ablz,z)+ Bbly,2).
b(z,za+yB) = blz,z)a+b(z,y) 0.
2. Symétrie : pour =,y € FE,
b(y, ) = b(z, y).

Les produits scalaires sur E sont donc des formes bilinéaires symétriques ; ce sont les formes bilinéaires
symétriques qui satisfont de plus la condition

b(x,z) >0 pour tout z # 0.

Il est important de remarquer que cette condition n’est pas imposée ici. L’espace F peut donc contenir
des vecteurs non nuls z tels que b(z,z) = 0 ou méme b(z,z) < 0.

Un espace muni d’une forme bilinéaire symétrique est appelé espace quadratique. Les espaces
euclidiens sont donc des espaces quadratiques particuliers.
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Exemple : Formes bilinéaires symétriques sur R". A toute matrice symétrique A € R™*™ on
associe une forme bilinéaire b4 sur R™ définie par
ba(z,y)=2"-A-y pour z,y € R" (= R™*1),
Comme zt- A-y € R'™¥!, on a
A y=(>'A-yt=y-A 2
Or, A = A, donc
2 Ay=y Az,
et la forme bilinéaire b4 est donc symétrique.

Inversement, & toute forme bilinéaire symétrique b sur R™ on associe la matrice A, € R™*™ définie
par

Ap = (blci, ) i<ij<n
ou (c1,. .. ,cp) est la base canonique de R™. Comme b(c;, ¢;) = b(c;, ¢;), la matrice A, est symétrique.

15.1. PROPOSITION. Les applications A +— by et b — Ay définissent des bijections réciproques
entre [’ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre n et ’ensemble des formes bilinéaires symé-
triques sur R™.

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver que pour toute matrice symétrique A et pour toute forme

bilinéaire symétrique b,

Ap, = A et ba, = 0.
Or, siA= (aij)1<i7j<n, alors

bA(Ci, Cj) = C}Z- -A- Cj = Qy4j,
donc

Apy = (balci, i) i<ig<n = (@iji<ijsn = A

D’autre part, si b est une forme bilinéaire symétrique sur R", alors pour z,y € R",

ba,(z,y) = ' Ay

at(b(cis ¢j))1<ij<n - Y
n
= > @iblei )y
i=1

= b(z,y)
donc by, = b. O

Cette proposition montre que les formes bilinéaires symétriques sur R™ sont en correspondance bi-
univoque avec les matrices symétriques réelles d’ordre n. Comme celles-ci correspondent aux formes
quadratiques réelles en n variables, comme on ’a vu au début de la section précédente, on peut
conclure que les formes bilinéaires symétriques sur R" et les formes quadratiques réelles en n variables
se correspondent bijectivement : la forme quadratique ¢(X) = X*- A- X correspond & la forme bilinéaire
b(X,Y)= Xt A-Y (par intermédiaire de la matrice symétrique A € R"*™).

Le point de vue des espaces quadratiques donne cependant un éclairage plus géométrique sur la
théorie des formes quadratiques, comme on se propose de le faire voir dans les sections suivantes.

15.2. Représentation matricielle

Soit e = (e1,...,e,) une base d'un espace E de dimension finie. A toute forme bilinéaire
symétrique b sur E on fait correspondre une matrice (b), € R"*™ définie par

(b)e = (bleis €5))1<i,j<n-
Cette matrice est appelée matrice de Gram de la forme b par rapport a la base e. Comme
blej,e;) = ble;, e)) pouri,j=1,...,n,

cette matrice est symétrique.
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Par exemple, si A est une matrice symétrique d’ordre n et si by est la forme bilinéaire symétrique
correspondante sur R™ (voir ’exemple de la section précédente), alors la Proposition 15.1 montre que,
par rapport a la base canonique c,

(bA)c = A
Propriétés.

1. Pour z,y € F,

b(w,y) = e(x)t “(b)e - e(y).

2. Si f est une autre base de E, alors
(b)f = e(IE)T} “(b)e - e(IF‘)f'

DEMONSTRATION. 1. Soient = Y71 e;z; et y = .7, e;y;, de sorte que

Tn Yn

En utilisant la bilinéarité de la forme b, on obtient

n

b(a,y) = Y wiblei,e;) yj-

i,j=1
Le membre de droite est aussi le résultat de la multiplication matricielle
bler,e1) --- bler,en) 71
( 1 - Tp ) . . ,
blen,e1) -+ blen,en) Yn
ce qui prouve la premiere partie.
2. Soit f=(f1,..., fn) €t .
fj=Zeiaij pour j=1,...,n,
i=1

de sorte que (Ig)s = (aij)1<i,j<n- En utilisant la bilinéarité de b, on obtient
n n
b(fi, f;) = b (Z €l i Ze€a€j>
k=1 =1

n
= Z Qf; b(ek, eg) Qpj-

k=1
Le membre de droite est I’entrée d’indices ¢, 7 du produit matriciel

air -+ Qnl bler,er) -+ bler,en) air -0 Qin

A1in " Gpn b(en; 61) s b(en; en) ap1 - Gpn

= e(IE)]} “(b)e - e(IE)f-
O

La deuxieme propriété ci-dessus montre que les matrices de Gram associées a une méme forme bi-
linéaire symétrique par rapport a des bases différentes sont congruentes.

On peut aussi décrire cette situation de la maniére suivante : a toute base e d’un espace quadratique
E, on peut associer une forme quadratique

(X)) =X (b)e- X
qui donne 'expression du produit d’un vecteur par lui-méme par rapport a la base e :

Qe(xla cee 7~rn) = b(elxl + -t enxp, 6121+ + enxn)-
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La deuxieme propriété ci-dessus montre que les formes quadratiques g. et g.r associées a deux bases
différentes sont équivalentes. Inversement, si une forme quadratique g est équivalente a la forme g,
soit

X)=X"A.-X
ol la matrice A est congruente & la matrice (b). de la forme g, :

A=P'. (b),-P
pour une certaine matrice réguliere P, alors d’apres la Proposition 9.7 il existe une base f de E telle
que P = .(Ig)s. D’apres la deuxiéme propriété ci-dessus, on a

() = e(Ip)f - (b)e - e(Ip)f = A,
donc la forme quadratique ¢ donnée est la méme que la forme gy associée a la base f :
q=4qf-.

En conclusion, un espace quadratique correspond a une classe d’équivalence de formes quadratiques : la
donnée d’une base de ’espace détermine une forme quadratique, et un changement de base fait passer
d’une forme quadratique & une forme équivalente. Des lors, les invariants des formes quadratiques a

équivalence pres doivent pouvoir étre définis de maniére géométrique en termes d’espaces quadratiques.
C’est ce que 'on se propose d’illustrer dans la section suivante.

15.3. Invariants

Rang. Soit E un espace quadratique muni d’une forme bilinéaire symétrique b. On définit le radical
de b par

radb = {x € E | b(x,y) = 0 pour tout y € E}.
On dit que la forme bilinéaire b (ou 'espace quadratique E) est réguliére (ou non dégénérée) si

radb = {0}.

15.2. PROPOSITION. Soit dim E = n et soit e = (e1, ... ,ey,) une base de E. Le radical de b est
lensemble des vecteurs © € E dont les coordonnées o(x) par rapport d la base e sont solutions du
systeme

(b)e - e(z) = 0.

En particulier, dimrad b = n — rang(b)..
DEMONSTRATION. Pour z,y € E, on a
b(y,r) = e(y)t “(0)e - e();

donc si (b)e - o(z) = 0, alors b(y,z) = 0 pour tout y € E et par conséquent x € radb. Inversement,
supposons x € rad b et

aq
(e e(x) =
77
Pouri=1,...,n,on ab(e;,z) =0 car x € rad b et
! et
e(ei)t-(b)e-e(x)=(0 R 0). : = q,

&7

donc a; = 0. Des lors, (b)e - (x) =0 si x € radb.
L’isomorphisme .y qui envoie tout vecteur x € E sur ses coordonnées .(x) € R™ met donc en
bijection rad b et ’ensemble des solutions du systeme homogene

(b)e - X = 0.

D’apres la Proposition 6.9 (page 41), cet ensemble est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension
n —rang(b).. O
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Cette proposition montre que rang(b). est un invariant de ’espace quadratique F : il ne dépend que de
la forme b et non de la base e. C’est une maniere géométrique de prouver la Proposition 14.3 (p. 101).

Indice. Un sous-espace V C E est dit défini positif si
b(v,v) >0 pour tout v € V, v # 0.
On définit 1’indice de positivité de I'espace quadratique E par
indy £ = max{dimV | V C E sous-espace défini positif}.
15.3. PROPOSITION. Pour toute base e de E, la forme quadratique q. associée a e par la formule
Ge(x1, ... ,xy) =blerx1 + -+ enTpn,e121 + -+ -+ epy)
a le méme indice de positivité que l’espace quadratique E :
indy E =ind ge.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une forme quadratique diagonale équivalente & ¢.. Quitte & changer
l'ordre des variables, on peut supposer

q(zy,... &) =122 + -+ anx%
avec ai,...,a, > 0et ary1,...,a, <0, de sorte que
indy ge =1
Comme g est équivalente & g., on peut trouver une base f = (fi,..., fn) de E telle que ¢ = ¢5, comme

on I’a vu a la fin de la section précédente.
Soit V- =sev(f1,..., fr). Pour v € V, soit v = fiay + -+ fra,, on a
b(v,v) = b(ficn + -+ frap, fron + -+ frap)
qr(oa, ..., 0,...,0)

2 2
= aa] +---Fara;.

Comme ay, ... ,a, >0, on a donc b(v,v) > 0 si v # 0, ce qui montre que V est défini positif. Comme
ind4 E est la plus grande dimension d’un sous-espace défini positif, on doit avoir

indy E > dimV = ind; ¢e.

Considérons par ailleurs W = sev(f,y1,..., fn). Le méme calcul que précédemment montre que pour
w € W, soit w = fr—i—lﬁr—i—l + -+ fnﬁna on a

b(w,w) = ar418° 1 + -+ anfBr < 0.

Dés lors, l'intersection de W avec tout sous-espace défini positif doit étre réduite & {0}. Si U est un
sous-espace défini positif de dimension maximale : dimU = indy E, alors de la relation U N W = {0}
on déduit

dimU + W =dimU + dim W
par la Proposition 5.7, donc
dimFE > dimU + dim W.
Comme dimW =n —r =dim E — ind; ¢, et dimU = ind4 E, on en déduit

indy ge > indy E.

Cette proposition est une version géométrique de la loi d’inertie de Sylvester.
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Exercices

(15.1) (prérequis) On consideére 'application b: R* x R* — R définie par

b((ﬂ?l, X2, T3, '1:4)5 (yla Y2,Y3, y4)) =T1U1 + T2Yy2-

(a) Vérifiez que b est une forme bilinéaire symétrique.

(b) Donnez la matrice représentant b par rapport & la base canonique de R*.
(¢) Déterminez le radical rad d.

(d) Trouvez un sous-espace de R* défini positif de dimension maximale.

2 5
5 —1
A. Ecrivez la matrice de Gram de la forme b par rapport a la base e = ((1,1), (1, —1)) de R2. Ecrivez
la forme quadratique associée a la forme bilinéaire b4 et a la base e.

(15.2) (prérequis) Soit A = ( > . Ecrivez la forme bilinéaire b sur R? associée & la matrice

(15.3) Soit b une forme bilinéaire sur un espace E et soit e une base de E. Démontrez que la forme
b est non dégénérée si et seulement si dét (b), # 0.

(15.4) Sur l'espace R[X]<2 on définit une forme bilinéaire symétrique par

WP, Q) = / P(@)Q(z) dx.

(a) Donnez la matrice représentant b par rapport a la base usuelle u = (1, X, X?).
(b) Montrez que b est un produit scalaire.
(¢) Trouvez une base orthonormée de R[X]<2 pour ce produit scalaire.

(15.5) Sur l’espace R[X]<2 on définit une forme bilinéaire symétrique par

5
b(P,Q) = ZP(ai)Q(ai)a

ona; =—-2,a2=—-1,a3=0,as=1, a5 = 2.
(a) Donnez la matrice représentant b par rapport a la base usuelle u = (1, X, X?).
(b) Montrez que b est un produit scalaire.
(c) Trouvez une base orthonormée de R[X]<2 pour ce produit scalaire.

(15.6) Montrez que tout espace quadratique admet une base orthogonale, c’est-a-dire une base
(e1,...,ey) telle que b(e;, e;) = 0 pour i # j.

(15.7) Soit b la forme bilinéaire sur R? définie par

1
b( (21,22, 23), (Y1,Y2,¥3) ) = = (T1y2 + T1Y3 + T2t + T2y3 + T3y1 + T3Y2 ).
2

Trouvez une base orthogonale de R? pour cette forme bilinéaire. Trouvez la dimension du radical de
b et son indice de positivité.

(15.8) Soit b le produit scalaire sur R* dont une base orthonormée est
e=((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)).

Trouvez la matrice de b par rapport & la base canonique de R3.



Appendice : Rappels et compléments

A.1 Nombres complexes

Un nombre complexe est une expression de la forme
a+bi

ou a,b € R et i est une indéterminée. Tout nombre réel a € R est identifié au nombre complexe a + 04,
et on note simplement bi pour 0 + bi et i pour 1i.

Sur I'ensemble C des nombres complexes, on définit une addition et une multiplication qui pro-
longent les opérations correspondantes de R en posant, pour a,a’, b, € R :

(a+bi)+ (' +Vi)=(a+a)+ (b+b)i
et
(a +bi) - (a' + Vi) = (aa’ — V) + (ab’ + ba')i.

On a donc i> = —1 et le nombre complexe bi est bien, comme la notation le suggere, le produit de

b€ R et de .
L’addition et la multiplication des nombres complexes sont donc définies comme 1’addition et la
multiplication des polynémes en i, en tenant compte de la relation supplémentaire 72 = —1.

On définit le conjugué du nombre complexe a + bi (ol a,b € R) par
a+bi=a-—bi
et sa norme par
N(a +bi) = (a+ bi)(a+ bi) = a® + b>.

La norme de tout nombre complexe est donc un nombre réel positif, qui n’est nul que si le nombre
complexe est nul. Pour z € C, z # 0, on a donc

z-(N(2)"'2) =1,

ce qui montre que tout nombre complexe non nul est inversible. Une vérification directe montre que
pour z,z' € C,

242 =Z+ 7, z2-2=%-2
et par conséquent
N(z-2")=N(z) - N(z).
On définit aussi le module d’'un nombre complexe z € C comme la racine carrée de sa norme; on
le note |z] :

2] = VN(2).
Siz € R, alors Z = z, donc N(z) = 22 et le module de z est sa valeur absolue, ce qui justifie I'utilisation
J

de la méme notation pour le module d’un nombre complexe que pour la valeur absolue d’un nombre
réel.
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A.2 Structures algébriques

Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition

x: GxG@ — G
(x,y) — z*y

soumise aux conditions suivantes :
— associativité : pour z,y, z € G,
(xxy)xz=xx(y*z)
— existence d’un élément neutre : il existe e € G tel que pour tout x € G,
Txe=T=ex*xT
— inversibilité : pour tout x € G il existe un élément x’ € G tel que
/ /
Txxr =e=x *T.

Si de plus x xy = y *x x pour x,y € G, le groupe est dit commutatif.
Tout groupe contient un seul élément neutre : en effet, si e et ¢ € G sont deux neutres, alors
ex e’ = e car € est un neutre, et e x ¢/ = ¢’ car e est un neutre, donc e = ¢’.

Les notations usuelles sont la notation additive, ou la loi de composition * est notée +, le neutre

0 et 'inverse de x est noté —z ; et la notation multiplicative ou * est noté -, le neutre 1 et 'inverse de

x est noté z 1.

Un corps (commutatif) est un ensemble K muni de deux lois de composition, I'une notée additi-
vement, ’autre multiplicativement, qui satisfont les conditions suivantes :

1. K est un groupe commutatif pour ’addition;;
2. K ~ {0} est un groupe commutatif pour la multiplication;
3. pour z,y, 2 € K,

(r+y)z =x2z +yz.

Par exemple, C, R et 'ensemble Q des nombres rationnels sont des corps. D’autres exemples peuvent
étre construits de la maniere suivante : si K est un corps, I’ensemble des fractions rationnelles en une
indéterminée X a coefficients dans K est ’ensemble des quotients de polynomes :

K(X) = {% \ P(X), Q(X) € K[X], Q(X) £ o}.

Cet ensemble est un corps pour les opérations usuelles.
Il y a aussi des corps qui n’ont qu’'un nombre fini d’éléments, comme par exemple
Fy ={0,1},

les tables d’addition et de multiplication étant données par

1
0
1

— o|+
_ OO
[enRNen]l Ran)

1 .
1 0
0 1

On a donc 1+ 1 =0 dans F5. Ce corps est souvent utilisé en mathématiques discretes.
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A.3 Espaces vectoriels & gauche et a droite

Les espaces vectoriels définis en (3.1) sont plus précisément appelés espaces vectoriels a droite car
la notation za a été utilisée pour le produit d’un vecteur = et d’un scalaire a. On définit de méme la
notion d’espace vectoriel a gauche : un groupe additif F est appelé espace vectoriel a gauche sur un
corps K s’il est muni d’une opération

KxFE—FE
(a, ) — ax

satisfaisant les conditions suivantes : pour z,y € F and o, 3 € K,

(a+pB)r = axr+fx
alr+y) = ar+ay
(af)z = a(fx)
lz = =z

Le corps K étant commutatif, tout espace vectoriel a gauche sur K admet aussi une structure d’espace
vectoriel a droite sur K (et réciproquement) : il suffit de définir une multiplication scalaire & droite
en posant

TO = Qx pour x € Fet a € K.
La commutativité de K intervient pour établir la condition x(af3) = (za)f pour x € E et o, 5 € K.
En effet, d’apres la définition ci-dessus de la multiplication scalaire & droite, on a z(af) = (af)z
tandis que (za)f8 = f(ax).

A.4 Espaces vectoriels non finiment engendrés

La notion de combinaison linéaire d’une suite de vecteurs vy, ..., v, d’un espace vectoriel E sur
un corps K peut s’étendre aux suites infinies : si (v;);ecs est une famille quelconque de vecteurs de E,
ou I est un ensemble d’indices arbitraire, une combinaison linéaire de (v;);er est, par définition, un
vecteur x € E qui peut s’écrire sous la forme

xr = Z (107
ielo
pour certains scalaires «; € K et un certain sous-ensemble fini Iy C I. Il faut en effet garder a ’esprit
que la somme d’un nombre infini de termes n’est pas définie !

L’ensemble des combinaisons linéaires de la famille (v;);ecs est un sous-espace de E que I'on note
sev((vi)ier) et que 'on appelle sous-espace vectoriel engendré par (v;);cr.

On peut de méme étendre les notions de suite génératrice, de suite libre et de base, et montrer
que tout espace vectoriel admet une base. La notion de dimension peut elle aussi étre généralisée, car
on peut prouver que si (v;)ier et (w;);es sont deux bases d’'un méme espace vectoriel E, alors les
ensembles d’indices I et J sont en bijection. Les démonstrations de ces énoncés utilisent des notions
non élémentaires de théorie des ensembles qui sortent du cadre de ce cours.
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